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Introduccio

Aquest text és fruit de la tasca docent dels autors en dseanps de I'analisi numérica. El seu contingut
representa, d’'una banda, una ampliacié dels contingutiilitel basicMétodes numeérics per a I'algebra
lineal [2], també escrit pels autors, i de l'altra, un tractamens ra¢ancat del tema de l'algebra lineal
numerica, especialment enfocat per a estadistics.

Motivem aquest text presentant en el tema 2 un problema queiagn la resolucié numeérica d’equa-
cions en derivades parcials de tipuiic (vegeu, per exemple, [15] per a més detalls). Aquastemes
obtinguts condueixen a matrius amb una estructura dustiia la importancia d’utilitzar métodes iteratius
de manera optima, tal com es tracta en el tema 4.

En el tema 3 veiem, de la mateixa manera, que la matriu olatangn el tema 2 permet també motivar
la utilitzacié dels métodes directes per a matrius a bandheatiius a blocs. Agquests métodes poden
aprofitar I'arquitectura jerarquica de la memoria dels pssadors actuals per obtenir algorismes amb
velocitats d’execuci6 elevades.

En el tema 5 es veuen metodes per a calcular valors i vectopgspnés avancgats que els que es tracten
en el llibreMétodes numeérics per a I'dlgebra lineld].

Seguidament, en el tema 6, s’estudia el tema de la descasitpesivalors singulars (SVD) donant-ne
exemples i aplicacions, com ara la compressioé de dadesiliBade components principals. A partir de
la relacié d’aquesta descomposicié amb la descomposipéceal de les matrius simétriques s’obtenen
extensions dels algorismes de calcul de vectors i valoigad calcul dels valors i vectors singulars.

El text finalitza amb els temes 7 i 8, que tracten les invereeemlitzades i la seua relacié amb la
descomposicié en valors singulars i la diferenciacié roiatci Qui vulga aprofundir en aquests dos Ultims
temes, els quals son particularment interessants perdisits, poden consultar els llibres [18, 4, 14, 10].



Tema l

Preliminars

1.1 Notacié

Els escalars es representaran habitualment amb lletgsegrenindsculesy, 3, v, - - - . Interpretarem els
vectors com a vectors columna quan no s'especifique el ecgniteds representarem habitualment amb
lletres romanes minudscules; y, a, b, - - - . Les matrius les representarem amb lletres romanes migascu
A, B, X, ---. El conjunt de les matrius: x n el representem amb ntat, n).

L'element (7, j) d'una matriuA es representa pef;; o A(7,j) 0 a;;, Si hem especificat previament
queA = (a;;). De manera similar, I'elemeritd’'un vectorv es representa pef 0 v(z).

La notacio que utilitzarem per referir-nos a les files, ldsmmes i les submatrius d’'una matriu és de
tipusmatlalr per exemple

o A(i,:) =filai-ésima deA.

e A(:,i) = columnai-ésima deA.

1.2 Operacions amb vectors i matrius

1.2.1 Producte com a combinacio lineal

La multiplicacié d’'una matriu per un vector s’efectua hahiment mitjancant:
(Axx)(i) = A(i,:) xx =Y A, k)« a(k), i=1,...,m,
k=1

onAésm x nixzésn x 1. La seglent igualtat sol resultar molt util:
Az =a(1) % A1) +2(2) % A(,2) + - +2(n) = A(,n),
és a dir,

el producte d’'una matriu per un vector es calcula com la coadid lineal de les columnes
de la matriu amb les components del vector com a coeficients.

Formalment, aquesta igualtat es pot provar de la maneraisegu

Axx=2(1)« A, 1) +2(2) x A(:,2) +--- + x(n) x A(:,n) &
(Axz)(i) = (z(1) *« A, 1) +2(2) * A5, 2) + -+ z(n) x A(;,n))(0), i=1,....,m <
(Axz)(i) =2(1) * A>3, 1) + 2(2) x A(4,2) +--- + x(n) x A(i,n), i=1,....,m

5



1.2. OPERACIONS AMB VECTORS | MATRIUS 6

La multiplicaci6 de dues matriug¢ m x [ i B [ x n s’efectua habitualment de la manera seguent:
!
(Ax B)(i,5) = A(i,: => A(i,k) *B(k,j), i=1,....mj=1,...,n
k=1
Les igualtats seguients descriuen com calcular les filesimomks del producte de les dues matrius
(AxB)(:,j) = Ax B(: ZA )+ B(k,7),7=1,...,n.

(A« B)(i,:) = A(i,:) * B = ZA(i,k) «B(k,)), i=1,...,m,
k=1

és a dir,

e les columneddel producte es calculen com a combinacio lineal dectdsmnesde la
matriu del’'esquerra agafant com a coeficients els elements dmlamnacorresponent
de la matriu de lalreta

e lesfilesdel producte es calculen com a combinacio lineal ddilesde la matriu de
la dreta, agafant com a coeficients els elements di#dacorresponent de la matriu de
'esquerra

Exemple 1.1. Considerem les matrius

0 1 -1 s 10
A=|2 2 00 p_|1 o a«p=|0% 4 (1.1)

2 1 -1 o 3 4

-1 -1 -1 1 -2

Calculem la primera columna dé* B com a combinacio lineal de les columnesAte

0 1 -1 1
2 -2 0 —6
(—2) * 9 + 1 1 + 0 41 =13
-1 -1 -1 1

Calculem la primera fila dél « B com a combinacié lineal de les files @&

0% [-2 2] +1%[1 0]+ (-=1)x[0 0]=[1 0

1.2.2 Invertibilitat

L'operacio de “divisié” de matrius sols és possible quandalisor” és una matritA invertible o regular,
és a dir, quan existeix una altra matdr!, necessariament Unica, tal qde'A = A~1A = I, per la
qual cosaA és obligatoriament quadrada.

Proposicié 1.2. Una matriuA n x n és invertible si i només si I'tinica soluci6 del sistema hoerog
Az =0 és latrivialx = 0.
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1.3 Matrius per blocs

Podem considerar una matriu conmatriu de matrius efectuant una particioé de les files i columnes de
la matriu en diversos grups. Pelustrar aquest fet considerarem particions de dos grupsyamue, en
general, el nombre pot ser arbitrari.

Per exemple, la matrid anterior es poparticionar de la segiient manera:

0 1 -1
2 —2 0 o AH A12
-2 -1 -1 - A21 A22
-1 -1 ] -1
0 1 -1
An=1| 2 =2 | Ap=| 0 | Auy=[-1 —1] App=[—-1]
-2 -1 —1
Operacions per blocs
Considerem la matrith x n
A [An A12}
A9 As

on Aij és una matriun; x nj, 0Nmyg + mo = m, n1 + ng = n.
La transposicio del es pot calcular com:

T T
AT — [A1T1 Aﬂ
A12 A22

Si o és un escalar, aleshores es verifica:

axA— [Q*All a*A12:|

Oé*Agl O[*AQQ

Si B és una altra matrien x n amb una particié de dimensions idéntiques a ladde

B BlZ:|
B =
[321 Boo

on B;; és una matriun; x nj, oONm; + mg = m, n; + ny = n, €s verifica

A+ B A+ 312]
A+ B = .
[A21 + Bo1 Ao + Baa
Si B és una matrie x [ amb una particié de dimensionsmpatibles pel productger A, és a dir,
Bn B12}
B=
[le Boo

on B;; és una matriw; x [;, onny +ng =, l1 + Iy =1, es verifica

A1 * Bip + A1g x By Aqg o+ Bio + Aqo 322]

AxB=
[Am * B11 + Aoz * Boy Ao1 * Bia + Agg * Bo

En resum:

Les operacions amb matrius per blocs s’efectuen com si etsldbren escalars, amb la
precaucioé que cal assegurar que les operacions resultdresets blocs es puguen efectuar i
que el producte matricial no és commutatiu.



Tema 2

Resolucidé numerica d’'EDP eliptiques

2.1 Equacions eliptiques 1D

2.1.1 Equacio de la calor unidimensional
Mitjans homogenis i termes font

Siu(z,t) designa la temperatura (a determinar) en el putiiun cert mitja homogeni unidimensional en
l'instant ¢, 'equacié de la calorunidimensional és:

ou(x,t 0%u(x,t
wnt) _ W TUED | ), 2.1)

on se suposa quec (a,b), t € (0,t1) (t; potser+oc) i es prescriuen:

condicions de frontera: u(a,t) = u(b,t) =0, t € (0,¢;) (per simplicitat, hem considerat condicions de
fronteraDirichlet homogéniesencara que podriem haver-ne agafat d’altres)

condicions inicials: u(z,0) = ug(x), x € (a,b), onug és una funcié donada que verifica també les
condicions de fronteraig(a) = uo(b) = 0.

El coeficients > 0 s'anomenalifusivitat termaldel mitja (amb unitatsn?/s). La funcié (coneguda)
f(x,t) modela una font de calor que pot variar tant en I'espai corm tamgs, amb unitat’/s (és a dir,
si, per simplicar,f val 2 en un determinat puntal llarg d’'un tempsAt segons, es produeix un increment
de temperatura d2At graus Kelvin en el punt).

Aquesta és una equacié en derivades parcials (EDP) linesth@lca prototipica que descriu el procés
de transferéncia (per difusio) de temperatura de partsiteslea les més fredes d’'una distribuci6 inicial
de temperaturag(z), on se suposa que les “parets” del recinte (els purifsactuen com a “refredants”
instantanis i el mitja és homogeni (el coeficient de difuaiviermal és constant).

Difusivitat variable

Quan el coeficient de difusivitat terma(z) és variable (perd conegut), I'equacio de la calor pren kaéor

ou(z,t) 0 <K(x)auéi,t)> + (1), (2.2)

ot  Ox

Cal adonar-se que (2.1) és un cas particular de (2.2) guanés constant.

8



2.1. EQUACIONS ELIPTIQUES 1D 9

L condicié
condicio frontera

frontera

condicié
t inicial

Figura 2.1: Domini per a I'equacié de la calor unidimenslona

2.1.2 Estat estacionari

Nota 2.1. Encara que en alguns casos les equacions que apareixergnest eontext unidimensional
siguen equacions diferencials ordinaries i/o facilmenblugbles, aixd no sera aixi per a dimenzi® o
amb condicions de frontera diferents. Per aquest motia,gat per no mostrar tecniques que s’apliquen
sols al cas unidimensional.

L'estat estacionarde la solucia.(x, t) d'una de les equacions anteriors és una fungique verifica:

tlim u(z,t) = Uso ().

Sota hipotesis favorables de convergencia (uniforme, ymnple),

lim ou(x,t)

=0
t—oo Ot ’

doncsu,, verifica I'equacié resultant d’eliminar el tern%. Es a dir, en el cas de I'equacio de la calor, el
seu estat estacionari verifica
0%u(x)

0=
o2

+ f(2),

la qual és equivalentl&equacio de Poissan

82
_Pule) _ fla) 2.3
Ox? K
Aquesta equacio és un exemple prototipic d’EDIp&ta lineal amb coeficients constants.
En general, I'estat estacionari verifica I'equacifipgica lineal, amb coeficients no constants

_% <ﬁ(x)agf)> ~ f(@), (2.4)

on se suposa que es verifiquen les condicions de frontefe= u(b) = 0.
Cal adonar-se que (2.3) és un cas particular de (2.4).

Nota 2.2. Per simplificar la notaci6, designarem les derivades paraiab subindex. Aixi, per exemple,
I'equacio (2.4) quedaria:

— (8(@)ua (7)), = f(2),
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2.1.3 Discretitzaci6 per diferencies finites

En casos favorables (una dimensié, coeficients constantsdicions de frontera periddiques, per exem-
ple) es pot trobar la solucié exacta de (2.3). Pero, en gemeraxisteixen férmules tancades per a la
solucié de (2.4), per la qual cosa cal emprar méetodes nusngeica la seua aproximacio.

El primer pas en la discretitzacié d’'una EDP consisteix acdititzar” les possibles funcions solucié,
és a dir, a seleccionar una quantftaita d'informacié a partir de la qual es pugaroximarla solucié bus-
cada. En el cas de les equacionfpiques anteriors substituim la funcidper valorsu; (i = 0, ..., n+1),
aproximacio dei(a + ih), (h = (b—a)/(n+1)). Els puntsz; = a +ih, (i = 0,...,n + 1) formen una
malla equiespaiadper a l'interval(a, b], ambn punts al seu interior iy = a,x,+; = b. Cal adonar-se
gue, en aquest cas, les condicions de frontera prescrisiealetsuy = u,+1 = 0.

El segon pas en aquest procés de discretitzacid és veuesquindicions (equacions) sobre els valors
u(a+ih) (i = 1,...,n)es dedueixen de 'EDP en questié i les condicions de frant&gquestes equacions
gue “aproximen” I'EDP original se solen obtenir substituies derivades parcials per aproximacions
numeriques basades en diferencies finites (d’aci el nonud&gs discretitzacions paiferéncies finites
Les férmules de diferenciacié numérica que emprarem seran:

~u(z+h) —u(x)

o (z) = Y + O(h) (2.5)
ol (z) = LB = Z(‘” —M L om) (2.6)
o (z) = u(x +h) — 212(236) +u(x — h) L o) 2.7

Les dues primeres aproximacions es diuen de primer ordga@é&error és0(h); I'tltima es diu de segon
ordre perqué I'error é&(h?).

L'equaci6 discretitzada s’obté a partir d'aquestes equmsci‘aproximades”, substituint els valors
u(a + ih) pelsu; (a determinar) i 'aproximacio per igualtat.

Exemple 2.3. Trobarem una discretitzacié (no és Unica) en diferéncigégsgine I'equacié de Poisson
—Uyy = f(z),z € (0,1), (2.8)

amb les condicions de frontera anteriors.
Fixada lamalla computacionak; = ih,i = 0,...,n+ 1, h = 1/(n + 1), aproximem la derivada
Uzz(2:), z; € (0,1), ésadirl <1i < n, perlaférmula (2.7) en funcié dels valaz$z; ):

u(z; + h) — 2u(z;) + u(z; — h)
72
w(wipr) — 2u(z;) + u(wiog)
72

La substitucié d’aquesta formula en (2.8) (per & x;) déna:

i) £ 2030 W) o ),

ja que ladiscretitzacié en diferencies finitele I'equacio de Poisson queda:

—Ujt1 + 2U; — Ui
2

= f(z;),i=1,...,n, (2.9)



2.1. EQUACIONS ELIPTIQUES 1D 11

onu; ~ u(x;). Cal adonar-se que en aquest sistema linealetacions amb lesincognitesu, . . . , uy,
apareixen, a mésy (sols en la primera),, 1 (sols en I'Gltima). Aquestes expressions, com a aproxima-
cions de la soluci@ de (2.8) entg = 0i x,,.1 = 1, prenen el valor 0, doncs, per simplificar la notacid, cal
considerar que no hi apareixen (en el cas general en quéndgimms de frontera no féren homogeénies,
caldria passar els valors dg i u,,+; al segon membre).

La forma matricial de (2.9) és:

(2 -1 0 07 [w] [f(an)]
-1 2 -1 0 0 . .
P .
B2 | - (2.10)
o ... 0 -1 2 -1 . .
L0 ... 0 -1 2] [un] Lf(zp) ]

La matriuA,, d'aquest sistema s’anometaplaciana unidimensionalCal adonar-se de la simetria d'a-
guesta matriu i de la disposicié dels elements no zero eridgsmials -1,0,1.

Exemple 2.4. Trobarem ara una discretitzacié de I'equacio
— (k(@)ue(2)), = f(2), (2.11)

amb la mateixa malla computacional i notacié anteriors.
Per raons que aclarirem després, I'aproximacié no la fareser/olupant la derivada exterior (la que
afecta ax(x)u,(x)), és a dir, no utilitzarem la formula anterior i similars pg@roximar

(5(@)uz (7)), = Fa(T)uz(T) + K(T)Uge (2),

sind que utilitzarem férmulediferentsper aproximar les derivades parcials que apareixen fatiém
(2.6) per a la derivada “exterior” i (2.5) per a les “integQr.

(k(z)ue(z)), (zi) ~  (usem (2.6))
(zi)ug(x;) — /-i(:ni — h)ug(z; — h)

( u(z; + h) u(z;)
(

X

~ (usem (2.5))
u(w;) —u(z; —h) )\
e =)

1
7 Kk(x — k(wi—1
1

7 (8@ u(icy) = (6(x) + Klzi-1))u(z) + K(@i-1)u(i-1))

Si substituim en (2.11), introduim les aproximaciangn compte de(z;) i 'aproximacio per igual-
tat, aleshores obtenim:
1
72 (=Ritit1 + (ki + Kim1)ui — Kiwi-1) = f(2), (2.12)

onrk; = k(z;).
La forma matricial de (2.12) és:

Ko+ K1 —FK1 0 0 T Tuq] [f(z1)]
—K1 K1+ Ky —Ko 0 0
3 A .
B2 | = . @
0 oo 0 —Kp—2 Kp—2 + Kn—1 —Rn—1
L0 . 0 —Kp—1 Fno1tkn] Lun]  Lf(zn)
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Cal adonar-se de la simetria d’aquesta matriu (aquest éstal de la discretitzacid triada) i de la dispo-
sicié dels elements no zero en les diagonals -1,0,1 i delUetaguesta matriu es redueix a la de (2.10)
quanx(xz) = 1. En general, i a diferéncia de (2.10), la matriu del sistemtéries diagonals constants.

Proposicié 2.5.La matriu de (2.13), amb; > 0, és una matriu definida positiva.

Demostracié.Designem

-1 1 0 0 k1 0 0 0 ko 0 0 0
0 -1 1 0 0 Ky O 0 0 0 0 0
B [ P B [
0 0 -1 1 0 0 kn1 O 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0  ky L0 0 0 0

Es comprova que la matrid de (2.13) admet la descomposicié segiient:
A=BTKB+E.
Sigar € R™ i calculem
2T Az = 2T (BT KB + E)x = " BT KBz + 2T Ex = (Bx)T K(Bx) + ko2

Sidesignemy = Bz, aquesta darrera equacié queda:
n
2T Az = yT Ky + kot = Z Kiy? + KoTT.
i=1

Com quex; > 0, es dedueix aleshores que

1. 2T Az > 0, Vz.

2. 2T Az =0siisolssiy; =0,i=1,...,niz; =0siisols Siz; = --- =z, i z; = 0siisols si
r1=--=x,=0
la qual cosa clou la demostracio. O

Corol-lari 2.6. La matriu de (2.10) és una matriu definida positiva.

2.2 Equacions eliptiques 2D

2.2.1 Equacio de la calor bidimensional
Mitjans homogenis i termes font

Siu(z,y,t) denota la temperatura (a determinar) en el guny) d’'un cert mitja homogeni bidimensional
en l'instantt, 'equacié de la calobidimensional és:

Ou(z,y,t) _ P*u(x,y,t) N Pu(x,y,t)

ot 922 T o2

+f(:L'7 y7 t)? (2'14)

on se suposa que;, y) € Q = (a,b) x (¢,d), t € (0,t1) (t; potser+oo) i es prescriuen:
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condicions de frontera: u(z,y,t) =0, (z,y,t) € 9Q x (0,t1).

condicions inicials: u(x,y,0) = ug(z,y), (z,y) € Q, onug és una funcié donada que verifica també les
condicions de fronteraug(z,y) = 0, (z,y) € 0.

La funci6 (conegudaj (x, y, t) modela una font de calor que pot variar tant en I'espai cont eemms.
Amb la notacio habitual per a les derivades parcials i @wab= u,, + u,,, aquesta equacio queda:

ur(z,y,t) = kAu(z,y,t) + f(z,9,1), (2.15)

Difusivitat variable

Quan el coeficient de difusivitat termal és variable, I'ezjéale la calor pren la forma:

8u(agty,t) _ % <ﬁ<w’y)8u(g>xy>t)> X a%/ <m(w,y)%’yy’t)> + f(z,y,1). (2.16)

Cal adonar-se que (2.14) és un cas particular de (2.16)gjuan) és constant.

2.2.2 Estat estacionari

De la mateixa manera que s’ha arribat a les equacidipgiglies per als estats estacionaris de les diverses
eguacions de la calor unidimensionals, en el cas bidimeabk@btindriem les equacions seglients:

0= ma% (a“g;’ y)> + ma% (aug;, y)> + f(z,y)
0= 2 (w2 L) 1 2 (i p D) o),
les quals donen:
_ a% </{(x,y) aug;, y)> - a% (f{(ﬂ:,,?;)%?) = f(z.y). (2.18)

Aquestes equacions son EDP linealiptiques, la primera amb coeficients constamtgu@cié de
Poisson bidimensiongl la segona variables.

2.2.3 Discretitzacio per diferéncies finites
Equacié de Poisson bidimensional

El primer pas en la discretitzacié per diferéncies finiteBabpiacié (2.17) consisteix a establir umalla
computacionabkobre el dominf?.

Agafem sobrda, b] una malla equiespaiada amb punts al seu interiora = a + ih, h = (b —
a)/(m+1),i=0,---m+1)isobre[c, d] una malla equiespaiada amlpunts al seu interionf = c+ jk,
k= (d—c)/(n+1),7=0,---n+1). Lamalla triada e = [a, ] x [c,d] és producte cartesia de les
malles triades efu, b] i [c,d]: (z,y;),i=0,...,m+1,j=0,...,n+ 1, dels quals aquells amb index
1 <i<m,i<j<mnestan en l'interior (un total dewn) i la resta en la fronterés2.
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(071) @ ) (171)
DPya P14 P24 P34 Pha

Po3 P13 P23 P33 Pus

Y4 Pu P21 P31 y2n

DPoo P1o P20 P3o Pao

Figura 2.2: Malla sobre domini rectangular

DPpa Pua P24 P34 Pua

DPp3 P13 P23 P33 Pi3

DPp2 P12 P22 P32 Pu2

) o] o)
Pot Pu P21 P31 Pt
o ¢ (1,0)

P1o P20 P3o P40

Figura 2.3: Malla sobre domini no rectangular

El segon pas en la discretitzacié consisteix a aproximattdegades parcials que apareixen en (2.17)
per formules de diferenciacié6 numérica. Per la definiciéamatde les derivades parcials, tenim que

2 (%) és la derivada segona de la fungié- u(x, y;), ja que es pot aproximar per:

L

Ox Oz h?
w(@it1,y5) — 2u(xi, yj) + w(wi—1,y;)
2

(2.19)

De la mateixa manera, tenint en compte c&e(%yyﬁ)) és la derivada segona de la fungjo—
U(ﬂi‘i,y),

O (Oulwiyy)  wlziy; +h) = 2u(i,y;) +ulzi,y; — h)

Ay h?

U(Z’i, yj+1) - 2'&(%’27 yj) + U(I'i, yj—l)
52

(2.20)
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Per tant, I'equacié aproximada a (2.17) obtinguda a padiukstes formules és:

1
) (w(zit1, ;) — 2u(zs, y;) + w(zio1,y;)

+u(wi, yj41) — 2u(@i, y5) + u(zi, yj—1)) ~ p

1 fi:
= ﬁ( — Uit — Wim1j — Uiyl — i1+ AU ) = % (2.21)

i=1,mj=1-n.

Difusivitat variable
De la mateixa manera que hem demostrat en el cas unidimahsjios

(k(z)uz(z)), (i) = % ((zi)u(ipr) — (k(z:) + K(@i-1))u(;) + £(Tim1)u(zio1))

i per la definici6 de les derivades parcials, tenim que:

0 ou 1
5 (W52 ) o) el )

— (K@i, yj) + K(@i-1,y5))u(zi, yj)
+ K(im1, Y5)u(wiz1,Y5))

(2.22)
0 ou 1
o (w52 ) i) ~ gt nuten i)
- (K‘(xh yj) + ’%(‘Tia yj—l))u(xia y])
+ ’%((BZH yj—l)u(xia yj—l))7
per la qual cosa la discretitzacié de I'equacio (2.18) queda
1
73 (TR Ui, = iU
+ (2K + Fim1j + Fij-1)Uij (2.23)
— Ri1,jUi-1j = Rij-1ij-1) = fij,
on Hi,j = R(whyj) I ui,j ~ u(xwyj) i fh] = f(xwyj)l 1= 17 e m7j = 17 RN
2.2.4 Expressio matricial
Els valorsu; ; (i = 1,---m,j = 1,--- ,n) que apareixen en la discretitzacié bidimensional formesa u

matriuU m x n. Cal adonar-se que aquesta disposici6 fa correspondii@iles horitzontalsle la malla
(5 fix) a les columnes i leBnies verticalsde la malla { fix) a les files.

En algebra lineal, per trobar I'expressié matricial d’uremor cal treballar amb vectors amb index
naturals (suposarem que l'inici dels indexs és 0, per siivgulialgunes expressions posteriors). Aixi
doncs, per exemple, per expressar matricialment les acdels operadors (2.19) i (2.20), caldria veure
quina és I'expressio matricial de I'operador quan idenidig la matriul i la matriu resultant de I'ope-
rador amb vectors.
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Una manera d'identificar matrius amb vectors és l'isomorighijeccié lineal)
J: matm,n) — R™" (2.24)

tal queJ(U)(i) = U(i%m,i/m), 0 < i < mn, oni%m és la resta de la divisié enteian o, alternati-
vament,
JU)Y(mj+1i)=U(i,§),0<j<n,0<i<m. (2.25)

Intuitivament,J forma un vector per juxtaposicio de les columnes de la matriu
Trobar una expressié matricial-vectorial d’'una aplicdziéal

M : matm,n) — matm,n),
consisteix, doncs, a calcular I'expressié matricial-ggat de I'aplicacio6 lineal
M=JoMoJ ':R™ — R™, (2.26)

Producte de Kronecker

El producte de Kronecker d’'una matriti = (a; ;) n x n amb una matrilB = (b; ;) m x m ! és una
matriu A ® B mn x mn donada per blocs per

ap,0B apn—1B
ARQRB=|.... ... . .
an—10B an-1,n—1B
o, també,
(A® B)(mj +i,mp+q) =AjpBig 0<4,p<n,0<i,q<m, (2.27)

on usem (i usarem més endavant) el fet segiient:
{k:0<k<mn}={m- -k +ko:0<ks <n,0<ky<m}.
L'actuacio deA @ B sobre un vectod (U), en la componentyj +i,0 < j <n,0 <i < m, és:

(A® B)J(U))(mj +1i) =YY (A® B)(mj +i,mp+ q)J(U)(mp + q)
p=1 q=1

= Z Z AjpBigUqp

p=1qg=1

= Z ( Z Biqup) (AT):DJ'
p=1 g¢g=1

= Z ((BU)ip)) (AT)pj

p=1
= (BUA");; = J(BUAT)(mj +1),

aixi doncs obtenim
(A® B)J(U) = J(BUAT) (2.28)

1El producte de Kronecker es pot donar per a matrius no quesirgerd s’ha optat per mantenir les matrius quadrades per
no introduir-hi més parametres.
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L'operador® : U +— BUAT = (BU)AT és composicié de
U~ BU, Ve~ VAT,

és a dir, podem veure’l com I'actuacio primer Bei després ded”. Vegem quina és la interpretacié de
l'actuacio d'aquests darrers operadors, en termes de#eict dex — Az iy — By:

e Comque(BU)(:,j) = B(U(:,7)), el primer operador actua “transformant columnes” (és,defir
columnes deBU son el resultat de I'actuacio de sobre cadascuna d’elles).

e ComqueV AT = (AVT)T les files deV/ AT es calculen:
(VAT)(i,2) = (AV)T(i,:) = (AVT (,4))" = (A(V (i,)T)",

és a dir, les files d& A” s'obtenen transformant les files de V per producteéamb pas previ a
columna).

D’aquests raonaments deduim que l'opera@idifer primer transformacions a les columnes segons
B seguit de fer transformacions a les files segdijsés U — BU AT i la seua matriu, segons (2.28) i
(2.26), és4 ® B, ja que, com veiem tot seguit, la seua expressié matrieiaievial ésd(z) = (A ® B)z,
z€R™, 0on® =JodoJ L R™ — R™:

b(z) = J(®(J(2))) = J(B(U)) = J(BUAT) = (A® B)J(U) = (A ® B)a.
U

Proposicié 2.7(propietats del producte de Kronecker)
1. (@A+68B)@C=a(A®C)+ 3(B®C)
2. (A®B)@C=A® (B ().
3. (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)
4. SiAi B son diagonalsi ® B és diagonal, amb elsA ® B)(mi + j,mi + j) = A(i,4)B(j, 7).
5 1,01, =In,
6. (A B) '=AhH e (B.

Demostraci6é.Per demostrar 2, sigdm x m, Bn xniC p x p. DesignemX = AQBm-nxm-n
iY=B®Cn-pxn-p, caldemostraX ® C = A® Y, per a la qual cosa, com que totes dues
matrius tenen les mateixes dimensions -(n - p) cal agafar indeX) < i, < m - n - p i demostrar
(X ®C)(i.§) = (AQY)(i, ).

Per calcular el primer membre, escrivim= p - i1 + i3, 7 = p-j1 +j2, 0 < i1,51 < m - n,
0 < i9,j2 < p. Larelacié (2.27) dona en aquest cas:

(X®@C)(p-i1+i2,p-j1 + j2) = X(i1,71)C (2, j2)
Siaraiy =n-ig+1i3, 51 =n-ja+J3, 0 <y, js <m, 0 < i3, j3 < n, aleshores
X(i1,71) = (A® B)(n - ig + i3,n - ja + j3) = A(ia, ja)B(i3, j3),

per la qual cosa
(X ® C)(Zvj) = A(i47j4)B(i37j3)0(i27j2)7 (229)



2.2. EQUACIONS ELIPTIQUES 2D 18

on la relaci6 entre els diversos indexs és:

i=p-irt+ig=pn-is+i3)+ig=n-p-ig+p-iz+i
J=p-a+ije=pMn-ja+j3)tjo=n-p-ja+p-jz+o (2.30)
0<i9,752<p, 0<i3,j3<n, 0<iq,j4 <m.

Per calcular el segon membre, escrivite= n - p -} + i, j = n-p-jp + 75 0 < i,51 < m,
0 < b, j5 < n-p. Larelacié (2.27) déna en aquest cas:

Siaraib =p- i}y +i5, 75 =p- iy + 75,0 < i), 4y <n,0 <4, j4 < p, aleshores
Y (iy, j3) = (B® C)(p - iy + 5,0 ji + j3) = Bliy, j1)C(i5, j3)

per la qual cosa
(A®Y)(i,5) = A(d1, j1)B(i}, j1)C (i3, j3) (2.31)

on la relaci6 entre els diversos indexs és:
i=mn-p-i)+ib=n-p-i| +p-iy+ij
j=n-p-ji+js=n-p-ji+p-js+7s (2.32)
0<idy,jy <m, 0<iyji<n, 0<isj3<p
Comparant (2.30) i (2.32) deduim:

/ / /

on x representa o j; d'aci, (2.29) i (2.31) es dedueix la igualtat buscada.
Per demostrar 3, siguefi, C matriusn x n, B, D matriusm x m. Com que les matrius en ambdds
membres son de la mateixa dimensioén, cal demostrar la igualtat entre els seus elements comesfm

(A@B)(C®D))(m-i+j,m-p+q)

:zn:f:(AééB)(m.iJrj,m.k+l)(C®D))(m.k+l7m_p+q)
=11=1

> A, k)B(5,1)C(k, p) D(l, q)
11l=

Il
™=

s

[y

m

(A(, K)C(k,p) (Y B(G.1)D(1, )
k)C(k, p) ,DD(l

e
Il

3 -

1
m

(> AG, )(D_ B

k=1 =1
(AC)(i,p) - (BD)(j,9)
((AC) @ (BD))(m - i+ j,m-p+q)

,q))

La resta de propietats es proposen com a exercici.
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Forma matricial

Amb la notacio de la secci6 (2.2.3),8i= (u; ;) €s una matriun x n la discretitzacio de,, aplicada a

aguesta matriu és:

1 . :

ﬁ(ui_u —2uij +uip1y; t=1,...m,g=1,...,n.
Per agilitar la notacio, cal interpretar aquesta expressi que els termes, , que corresponen a punts
(xp,yq) € 02 N0 apareixen Alternativament, caldria escriure:

1 .
—(—2u1j; +uz;) j=1,...,n

h2

1 . .

ﬁ(ui_m — 2um- + ui+1,j) 1=2,..m—-1,7=1,....n (2.33)
1 .

ﬁ(um—lu' —2Upj) j=1,...,n.

En qualsevol cas, si designety,, 'operador sobre vectors d&& tal quew = A, v verifica:

1
wy = ﬁ(—Q’Ul + v2)

1 .
wj:ﬁ(vi—l_2vi+vi+l) 1=2,...m—1
1
Wy, = ﬁ(vm_l — 2’Um)

aleshores (2.33) consisteix a fer actugy, sobre les columnes dé. Com que en (2.33) I'actuacié per
files és trivial (no hi ha modificacié posterior de les fileg)],sdenota la identitat x n aleshores, pel que
hem vist en la secci6 anterior, la forma matricial de (2.33),62 A,,.

De la mateixa manera si la discretitzaciowlg aplicada & és

1 )
—(—2ujn +uip) i=1,...,m

h2

1 . .

ﬁ(um_l — 2ui,j + um-+1) 1=1,....mj=2,...n—1 (2.34)
1 .

ﬁ(ui,n—l —2uip) i=1,...,m.

i designemA,, 'operador sobre vectors d&'* tal quew = A, v verifica:

1

wy = ﬁ(_Qvl + v2)
1 .
1

Wy, = m(vn_l — 2’Un)

i I, la matriu identitatn x m, aleshores la forma matricial de (2.34)&s ® I,,,.
Deduim dels darrers arguments que la matriu del sistemi)(@s2-A,, ,,, on

Ay =1, @ Ay + A @ Iy, (2.35)

ambA,, i A,, matriuslaplacianes unidimensionals
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Exemple 2.8. Els comandaments de matlab:

>> A=kron(eye(3), spdiags(ones(4,1)*[-12 -1], [-1 0 1], 4, 4));
>> B=kron(spdiags(ones(3,1)*[-1 2 -1], [-1 0 1], 3, 3), speye(4));
>> C=A+B;

donen les matriugl = I3 ® Ay, B=A3® I41 C = A3z 4:
Proposicio 2.9.La matriu—A,, ,, €s una matriu simetrica i definida positiva.

Demostracid.Per (2.35) i les propietats del producte de Kroneckek,,, ,, = I,,®(—A,)+(—Ap)®Ly,.
Com que la suma de matrius definides positives ho és tami,j, —A,, son matrius definides positives
pel corollari (2.6), per concloure, sols cal demostrar el resultgtisat. O

Proposici6 2.10.Si A i B s6n matrius simeétriques i definides positivdsp B també ho és.

Demaostracié.Utilitzarem el fet qgue una matrid és simétrica i definida positiva si i només si existeixen
matrius P ortogonal iD diagonal,D;; > 0, tal queA = PDPT (valors propis positius, vectors propis
ortonormals).

Siguen aleshoreB, ( ortogonals iD, E diagonals “positives” (de les dimensions adequades) teds g
A=PDPTiB=QEQ". Perles propietats del producte de Kronecker:

1. P® @ és ortogonal:
(Po@=PaQl =P He@")=rP2Q)™"
2. D ® E és diagonal.
3. A® B té valors propis positius i vectors propis ortonormals:
(PRQ)DeE)(PeQ)" =(PeQ)DeE) (P eQT)
= (PDP")® (QEQ") = A® B.

Deduim qued ® B és simeétrica i definida positiva. O



Tema 3

Metodes directes per a sistemes lineals
compatibles determinats

3.1 Introducci6

Estudiem en aquest tema com resoldre els sistetnes: b amb solucié Unica, que és equivalent del fet
gue A siga una matriu invertible.

3.1.1 Eliminaci6 de Gauss

L'algorisme en el qual es basen la majoria de métodes dérpetea la solucié de sistemes lineals (métodes
gue amb operacions exactes donen la soluci6 del sistemaremmbre finit de passos) és el de I'eliminacié
de Gauss, el qual utilitza transformacions elementale(esment sumar a una equacié un mdaltiple
d’'un altra) per convertir el problema inicial en un altre glent amb matriu triangular superior, senzill
de resoldre utilitzant substitucié cap endarrere. Regdiiltanterpretar I'algorisme de I'eliminacié de
Gauss com el calcul d'una descomposicio de la matriu de éeetiicA com a producted = LU de la
matriu triangular superior resultarit], i d’'una matriu triangular triangular inferior, formadaltmrant

els multiplicadors(emprats en les transformacions elementals) sota unardibfgrmada per uns. Amb
aquesta interpretacio, el procediment per resoldre uens&tiz = b consisteix a:

1. Calcular la descomposicid = LU amb l'algorisme 1 (a). Després d’aplicar aquest algorisane |
matriu d’entradad queda modificada de manera duies a la part triangular superior i (la part no
trivial de) L a la part estrictament triangular inferior.

2. Resoldrel.y = b amb I'algorisme de substitucié cap endavant 1 (b). Cal rqpiaraquest algorisme
sols accedeix a la part de la matriu sota la diagonal i assuimelicitament que aguesta conté uns.

3. Resoldrd/x = y amb I'algorisme de substitucié cap endarrere 1 (c). Cakmpta aquest algorisme
sols accedeix a la part de la matriu sobre la diagonal (intiizg.

21
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Input: A matriun x n
fork=1,...,n—-1 Input: Anxn,bn x 1
fori=k+1,...,n fOIPz'—n 1 Input: An xn,bn x 1
A(i k) = A(i, k) JA(k, k) I fori=1,...,n
for j=k+1,...,n forj=i+l,....n for j=1,...,i—1
eng‘(ld) = A(i,5) — A(i, k) A(k, J) enbch) = b(i) — A(,5)b(5) b(i) = b(i) — A(4, 1)b(5)
end N g . end
I b6) = b(i) /A(i, ) end
Output: part estrictament triangular inferidr en ) Output: b
de L sota la diagonal, part triangular Output: b
superior ddJ sobre la diagonal, incloent-la.
(a) (b) (©)

Algorisme 1: (a) Algorisme de I'eliminacié de Gauss: caécels factorsl triangular inferior amb uns

a la diagonal U triangular superior tal qud = LU. (b) Algorisme de substitucié cap enrere. Després
de I'execuci6 d'aquest algorisme, la solucié queda en labkrd. (c) Algorisme de substitucid per a
sistemes amb matrius amb uns en la diagonal. Després ded@ged’aquest algorisme, la solucié queda
en la variable.

El cost computacional del pas 1 és de I’ordre%@lé (n la dimensi6 de la matriu) i els dels passos 2 i
3 den? cadascun. Se’n dedueix que un algorisme eficient per a restiltersos sistemes amb la mateixa
matriu de coeficients consisteix a aplicar el pas 1 inicialmelesprés els passos 2 i 3 per a cada vector
de termes independents.

L'objectiu d'aquest tema és refinar aquest algorisme parrbmillores en el temps de computacio
i, quan siga possible, en I'ocupacié de memoria. Per acoisegluir el temps de computacié utilitzem
dos principis: primer, fer que les operacions aritméticgiesecuten a la major velocitat possible i, segon,
evitar fer operacions innecessaries (sumes i productezarob).

Distingirem dos tipus de matrius, segons la possibilitapticacié del segon principi:
e Matrius denses, les quals tenen una petita proporci6é daesrnules.
e Matrius disperses, les quals tenen una petita proporcitrdgesno nul-les.

Les matrius denses no permeten reduir el nombre d'opescard els algorismes que presentem
permeten una execucié més rapida, en aprofitar I'existédeignemories cau molt més rapides que les
memories principalsRAM), encara que molt més petites.

En canvi, per a una matriu dispersa la major part de les dpesade I'algorisme 1 1 involucren sumes
i productes amb zeros, les quals es poden evitar. Per exetopderem el cas d’'una matriu tridiagonal
A. Els factorsL, U tenen la mateixa estructura que és a dir, son bidiagonals i es poden obtenir en
aproximadamenn operacions amb l'algorisme 2. Aquest algorisme mostra @onida que permet
estalviar memoria i, per tant, resoldre problemes més greols emmagatzemem les tres diagonals no
nul-les de la matriu en tres vectaisx< 1, I, d, u. L'Gs d’'unaestructura de dade@lisposicié concreta de les
dades en memoria i procediments per accedir a aquesteg dadeaquesta, diferent d’'una estructura de
matriu quadrada, és tipica en algorismes eficients per Eressistemes amb matrius disperses. Pero per
a matrius disperses generals, no tot sera tan facil com pertadiagonals, ja que, a diferéncia d’aquestes,
els factorsL i U poden tenir més entrades no #es que la matriiA inicial (fenomen déill-in).
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fori=1,...,n
(i) = 1(3) /d(i) Ao
dii+1)=d(i+1) —1(i) xu(i + 1)
end

Iln—1) d(n)
Algorisme 2: Algorisme per calcular la descomposi€ié d’'una matriu tridiagonal.

3.1.2 Pivotatge

La utilitzacio depivots(A(k, k) en I'algorisme 1 1) petits introdueix entrades grans ereeffs resultants

(0 o en cas de ser zero), la qual cosa desestabilitza I'algoyisthéa perdre precisié en la solucio
obtinguda. La técnica davotatgeintenta evitar aguest fenomen, permutant de manera adetpsfiles

i, si cal, les columnes per aconseguir un pivot suficientrgeam. L'estratégia més ampliament usada és la
depivotatge parcial que consisteix a triar com a pivot en el gade I'eliminacié de Gauss I'element de
major valor absolut del(% : n, k), la part de la columna sota la diagonal, incloent-hi aquesta. D’aquesta
manera ens assegurem que els multiplicadors (els elemenjsqiieden afitats per part de 1. Encara que
es poden trobar matrius per a les quals aquesta estrategmsudicient per garantir que els elements de
U no cresquen, aquests exemples son rars i no es troben ettidesiaps usuals.

3.1.3 Descomposicio de Choleski

Quan la matriuA és simétrica i definida positiva I'algorisme dedascomposicié de Cholegkérmet
calcular una descomposiciB” R = A (R triangular superior) en aproximadameht3 operacions (la
meitat que I'eliminacié de Gauss), aprofitant la simetridadmatriu. Una particularitat molt apreciable
d’aquest algorisme és que no cal utilitzar pivotatge, ja @aeelements de la columriae R no poden

superar,/ A(i, i) (exercici).

3.2 Matrius denses

3.2.1 Estructura de dades

Una estructura de dades per a un problema consisteix erplasiigd d'aquestes d’una determinada ma-
nera en la memoria de I'ordinador, i també en els algorisnmgs&s per accedir a aquestes dades, donada
aguesta disposici6é concreta.

Exemple 3.1. La manera habitual d’'emmagatzemar una matil0 x 20 i accedir a I'elementd(1, 2)
en C és utilitzar el codi segiient (els indexs comencen per 0):

float A 10][30]; Al 1][2]=1;

El que estem fent amb la primera instruccié (realment, elgilamior ho fa per nosaltres) és reservar un
espai del0 x 30 x 4 = 1200 bytes contigus en memoria (fih oat ocupa 4 bytes) per als) x 30 = 300
elements ded. Tenint en compte que les files de la matriu s’emmagatzemetigoament, la segona
instrucci6 calcula a quina distancia en bytes del prin@pidésA[ 0] [ 0] ) es troba I'elemen#[ 1] [ 2] ,
distancia= (1 x 30+ 2) x4 = 32 x 4 = 128 i emmagatzema en 4 bytes, comencant a aquesta distancia, la
representacio de 1 en punt flotant en simple precisié. Aqueltanterior resulta essencialment equivalent

a
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float A[300]; A[32]=1; /* 30%x1+2=32 */

L'estructura de dades per emmagatzep®rcolumnesina matriu com la d’abans, és a dir, de manera
gue les seues columnes siguen contiglies, i per accedir elegaent (1, 2), consisteix en el codi segient:

float A 300]; A[21]=1; /* 10%*2+1=21 =*/

Fortran assumeix emmagatzemament per columnes, de mareeea drortran les instruccions analogues
a les anteriors serien:

real x4 A(10, 30)
A(2, 3)=1

Recordeu que, per defecte, els indexs de les matrius i gemtidrortran comencenen 1ien C en 0.
La figura 3.1 mostra graficament aguestes estructures de.dade

DISPOSICIO LOGICA
A(0,0) A0, 1) A0,2) e o0 A(0,29)
A(1,0) A(1, 1) A(1,2) A(1,29)
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
A(9,0) A, 1) A(9,2) ® 00 A(929)
DISPOSICIO EN MEMORIA
0 1 2 29 30 31 32 59
perfiles A(0,0) A0, 1) A(0,2) ¢ oo A(0,29 A(1,0) A(1,1) A(L2) ¢ oo A(1,29) o oo
0 9 10 19 20 21
per colum.: A0,0) o ®ee A9 () A,1) e ee A@O 1) A(0,2) A(1,2) LI

Figura 3.1: Emmagatzemament per files i per columnes.

Probablement aquesta és I'linica estructura de dades pdriasw@neguda fins ara. En aquest tema
presentarem altres estructures que ens serviran periastalmoria i per facilitar I'accés a les dades.

3.2.2 Multiplicacié de matrius

La multiplicacié de matrius és, sense cap mena de dubte, pm@aad fonamental en algebra lineal.
Constitueix la base de molts altres algorismes, entre ‘eliminacié de Gauss, tal com veurem més
endavant. Es ben conegut que la multiplicaCié= AB de dues matriusl m x n i B n x p s'efectua
multiplicant les files ded per les columnes d&, de manera que l'algorisme 3 1 implementa aquesta
operacio. Tanmateix, podem plantejar 5 algorismes alieg)aconsiderant les altres permutacions dels
buclesi, j, k. Totes aquestes variants es poden interpretar des del pwistd de I'algebra lineal: per
exemple, I'algorisme 3 2 calcula en cada pas pel bucle extgfa columnaC'(:, ), fent la combinacio
lineal de les columned(:, k) amb coeficientB(k,j), k= 1,...,n.

Estudiem les prestacions d’aquests algorismes. Execluddmaigorisme per a matrius quadrades
B, C,n x n,n = 100,200,...,1000. Mesurem la “velocitat” dels algorismes emegaflopgmflop3,
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fori=1,...,m
forj=1,...,p
fork=1,...,n
C(i5) = C(i, §) + A(i, k) Bk, )
end
end
end

forj=1,...,p
fork=1,...,n
fori=1,...,m

C(i,7) = C(i,5) + A(i, k) B(k, j)
end
end
end

25
fori=1,...,m
fork=1,...,n
forj=1,...,p

C(i,7) = C(i,5) + A(i, k) B(k, j)
end
end
end

(1)

)

@)

Algorisme 3: Diversos algorismes per calcular el produetelaes matrius.

és a dir, en milions de operacions en punt flotant per segoneni aquesta xifra dividint el nombre
d’operacion2n? entre el temps de CPU utilitzat per als calculs. Finalmemiasentem la xifra de mflops
contra la dimensi6 de les matrius per a cada algorisme erafecgrde la figura 3.2. Deduim d’aquest
experiment que la versigki (és a dir, aquesta és la disposicio dels bucles de I'extegipra I'interior) és
la que millors prestacions ofereix, gairebé el doble questaid usualjk, basada en productes interiors.
Sorprenentment, la versié; és 4 vegades més lenta que la seua versié duaPer que?

Comparacio prestacions producte matrius
T T T T

L L L L L L L
300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.2: Comparaci6 de les prestacions en mflops delsisiges de 3 per a diferents dimensions de

les matrius.

3.2.3 Multiplicacié de matrius a blocs

Suposem que volem multiplicar dues matrius quadratdds, C' n x n i que les tenim descompostes per

blocsm x m:
A ... Ay By ... By Ciu Cu
A= : : B = : : C = : : n=mxlI.
Apn .. Ay By ... By Cn Cy
Es a dir, A; és la submatriu del formada per les fileq,...m i les columnesl,...,m, A és la
submatriu ded formada per les fileg, ..., m iles columnesn + 1,...,2m, etc. La multiplicacié de

les dues matrius es pot efectuar fent operacions amb els dmenanera analoga a I'emprada en els

algorismes 3.

En la figura 3.3 comparem la velocitat de I'algorisme 4 ambdisiv més rapida de I'algorisme 3.
La conclusié que obtenim és que la velocitat de la multiplic@er blocs és quasi constant respecte de la
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forj=1,...,1

fork=1,...,1
fori=1,...,1
Cij = Cij + Aix By
end

end

end

Algorisme 4: Algorisme de multiplicacié de matrius a blocs.

dimensié, i que la velocitat asimptotica de la versio setmeskix 67m flops) és poc més de la meitat de
la velocitat asimptotica del producte per blocs (112mflepsyegades inferior a una versié del producte
de matrius altament optimitzat (297 mflops).

Comparacio prestacions producte matrius per blocs

e JKI
»—  JKlblocs

L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.3: Comparacid de les prestacions en mflops de tialgejki de 3 amb la seua versioé per blocs
4 per a diferents dimensions de les matrius.

Veurem més endavant la motivacié de considerar algorismmsagjuest per obtenir millors prestaci-
ons.

3.2.4 LU ablocs

Suposem que tenim la matriin x n descomposta per bloes x m (per simplificar idees, els suposem
tots quadrats i de la mateixa dimensié, encara que I'Gnicogldria suposar és que els de la diagonal
ho s6n). A més, suposarem que els blocs de la diagénal . ., A; son tots invertibles. En cas que no
poguérem assegurar aquesta invertibibtatiori s’hi poden incorporar técniques de pivotatge, no entrem
en detalls. Els exercicis 1 i 2 indiqguen casos on aquestatiloiéat es pot assegurar a priori.

L'objectiu d’aquesta seccid és descriure com podem caltaudescomposicid.U de A fent operaci-
ons matricials amb els blocs;;. Concretament, veurem que I'algorisme que obtenim éstetal analeg
a l'algorisme classic de la figura 1, només que operacionsaiadg entre blocs substitueixen les escalars.
Plantegem descomposicions per blocd.dd/ compatibles amb la dd, és a dir

Ly 0 0 U U ... Uy
Loy Loy ... 0 0 Usy ... Uy

L = Lij,Uiijm

Ly ... ... Iy 0 oo oo Uy
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Els blocs de la diagonal de han de ser de tipus triangular inferior amb uns a la diagamédd, deU de
tipus triangular superior. Plantegem I'equacié matri¢iél = A i la seua descomposici6 per blocs:

LH 0 0 U11 U12 Ull LllUll L11U12 LllUll AH All
Loy Los ... O 0 Uy ... Uy LUy, B
Lyp ... ... Ly 0 B V7! L Uyy An

Igualant les primeres files de blocs dels dos membres d'tajegsiacié obtenim
L11Un = Ap, LnUrz = Aga, ..., LUy = Ay

Veiem queL;U;; = A11, i com queLq; i Up; s6n com es requereix en la descomposicié, aleshores
son els factors d’aquesta descomposicio pdia Aquests factors es poden calcular amb I'algorisme 1
1.

Una vegada obtingut; podem obtenir la resta de la primera fila de blocé/de

Ug = L[ Ava, ..., Uy = LT Ay

Com queL;; és triangular inferior amb uns a la diagonal, els produatésriars es poden implementar
aplicant I'algorisme de substitucié cap endavant 1 2 a canfesde les columnes dgo, ..., Uy;.
De la mateixa manera, podem obtenir la resta de la primevancal del. a partir de les igualtats

LoyUny = A1y, LnUn = Ap =
Loy = An Uty L = ApUy!
Els productes4ilU1‘11 es poden implementar amb substitucié cap endavant, ja que
AUyt = (U~ (Al)”

i U, és triangular inferior.
Una vegada coneixem la primera columnaldela primera fila deU ens plantegem trobar la resta.
Plantegem ara la descomposicié per blocs seguent:

Ly| 0 ... 0 Un | U ... Uy

A .. A
Lot | Loy ... O 0 [T - Un | U | 1
: : : : : : A A
Lul... ... Ly 0 ... ... Uy i i
Igualant els blocs (2:n,2:n) dels dos membres tenim:
[ Loy Ly ... 0 Uy ... Uy Ay ... Ay
o [ Ui o U ]+ | : : L= D=
L Lll ng . Lll 0 - Ull Alg . All
i L22 PN 0 1T U22 PN Ugl i i A22 PN Agl L21
5 5 : Col=1 A I BT Uy | =
L ng . L” 1L 0 A Ull ] L Alg . All Lll
[ Loy ... 0 | [Ux ... Uy | [ Ax—LnUs ... Ay — LyUy
' ' ' | = 5 5 (3.2)
| Lo Ly | | O Uy | A — LUz Ay — LUy
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Aquesta equacié ens dona una descompodi€idper blocs de la matriu de la dreta, calculada restant a
cada blocA;; i,5 = 2,...,1 el producteL;;U;;. Sota la suposicié que la matriu de la dreta de (3.1) té

blocs invertibles en la diagonal, podem establir un algeeisie calcul de la descomposicid LU per blocs
d’'una matriu:

Input: A matriul x [ ablocsm x m

fork=1,...,1
Ak = [Lik\Ukk) % resultat eliminacié de Gauss peAax
forj=k+1,...,1
Agj = Lt Axj % Agj = Ugy
end
fori=k+1,...,1
Ak = Ap U % Air = Lk
end
fori=k+1,...,1

forj=k+1,...,1
Aij = Aij — Ain A %A;; = Aij — LiUy;
end
end
end

Algorisme 5: Algorisme LU per blocs.

En la figura 3.4 comparem la velocitat de I'algorisme 5 ambgdés versions de I'algorisme 1. La
conclusié que obtenim és que la velocitat del calcul de laataposicié LU per blocs és quasi constant
respecte de la dimensié i gairebé el doble (105 mflops) quelteivat asimptotica de la versio sense blocs
més rapida# 67m flops). Una versio altament optimitzada de la descomposicié Libfecs permet
millorar la velocitat unes 4 vegades (265 mflops).

110

100

90

80

701

60

a0

30

201

10 L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 3.4: Comparacio de les prestacions en mflops delsisiges per calcular la descomposicié LU
amb l'algorisme 5 per a diferents dimensions de les matrius.

3.2.5 Aprofitament cau per algorismes a blocs

La velocitat a la quapodenfer operacions les unitats de punt flotant dels processadsls sol ser
bastant major que la de la memoria RAM d’on agafa les dadefeplers operacions. La qiliestiéo que hom
pot fer-se davant d’aquest fet és: per a que serveix que e¢psador puga fer 100 milions d’operacions
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per segon si les dades sobre les quals ha de fer-les soltbéraa ritme de 10 milions per segon? En
abséncia de més raons, sembla que la resposta és que sal$guddr milions d’operacions.

Vegem queé passa si hi ha repeticions en les dades. Donem-exemple hipotétic, amb nombres
d’operacions més petits perqueé resulten més manejablpesa@m que la unitat de punt flotant fa una
operacio per segon si ha d’'agafar els operands des de la RAphs8m que tenim 10 nombres reals
ai,-..,a10 i €ns proposem fer les 45 operacions:

ay + az,a1 +as,...,a1 +ap,a2 +as,...,ag + ap (3.2)

Per fer la primera, cal agafay i a; des de memoria RAM i fer-ne la suma, la qual cosa tarda un segon
per fer la seglient operacig + a3, cal agafans des de RAM, per tant tardem un altre segon a efectuar-la.
Seguint aquest raonament, tardariem 45 segons a fer lesfcams.

Tanmateix, suposem que hi ha una petita part del processad® poden guardar 10 dades de manera
gue la unitat de punt flotant puga accedir-hi rapidamentoperacions al ritme de 10 per segon. Després
d’haver calculat:; + a1, Si el processador guardara les Ultimes dades carregaside 6AM en aquesta
petita memoria rapida anomenadamoria caty, aleshores, com que tenim, . .. a1y €n la memoria cau,
les 36 operacions restants es poden fer a ritme de 10 per.skgoisténcia d’aquesta petita memoria
cau ens ha permés reduir el temps d’execucié d’aquest ezairpl5 segons a 9+3,6=12,6, la qual cosa
suposa fer aproximadament 3,6 operacions per segon. Er nas® realistes? el temps d’execucio
d’aquest algorisme estaria molt prop del maxim possiblks, gagariem el prewde carregar inicialment
les dades a la memoria cau, per poder fer després moltecmperamb les dades en la memaria cau a la
velocitat maxima.

El gue hom podria plantejar-se, en vista dels avantatges ieinoria cau, és: per qué no substituim
la memoria RAM per memoria cau? La resposta és que les retapi@u/capacitat, grandaria/capacitat,
temperatura/capacitat de les memories cau fan que solsialgja tenir memories cau d’alguns centenars
de kb, enfront dels centenars de Mb de RAM de qué solen dispsprocessadors actuals.

Una vegada establerts els avantatges de gaudir de memariastadiarem I'algorisme anterior sota
la suposicid que certes restriccions sobre les relaciaapacitat han fet que disposem d’'una memoria
cau que pot contenir inicament 6 dades. Una representatiéagdel que exposem tot seguit la podeu
trobar a la figura 3.5.

En arribar a fer I'operaci@; + a7, la memoria cau ja conté,,...,as. El processador carrega
i el posa en la memoria cau en el lloc de la dada que fa més tengpaajs’ha utilitzata, en aquest
cas. Continuant d’'aquesta manera, quan s'arriba afer a3, cap d’aquestes dades no és a la memoria
cau, ja que cal carregar-les-hi i expulsareRd ag. Continuant d’aguesta manera, la primera vegada que
trobarem les dades en la memoria cau és quan haurem de calcttla; o i d'aci fins aag + a1¢ no caldra
carregar les dades des de RAM. El cost d’execucié d’aqugstisine ha estat:

1
1><34+1—0><11:35,1segons

és a dir 1,3 operacions per segon, prop del ritme d’exececisesmemoria cau, i més prop com més gran
és el nombre de dades.

Sembla que es puga deduir d'aci que la memaria cau solsaegilljuan les dades d’'un problema
son suficientment reduides per a cabre en la memoria cau.afeimmaquesta conclusio és equivocada,
tal com veurem en I'exemple tot seguit. Aquest exempligsiira el seglient principi general:

Si un algorisme fa moltes més operacions que dades, alest®pot trobar alguna reformu-
lacié de I'algorisme que aprofite la memaria cau.

!La qual cosa fan els processadors actuals.
2En la memoria cau dels Intel Pentium Il caben al voltant dé@tr@als en simple precisio.
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El nostre algorisme és un d’aquests, ja qungfém2 operacions sobre dades. Farem una reordenaci6 de
les operacions

10 ops cau/5 ops RAML0 % 0.1 + 5 « 1 = 6 segons,

a; +az,...a1 +ag,a2 +as,...,as + ag,
15 ops cau/9 ops RAM,5 * 0.1 + 9 « 1 = 10.5 segons

3.3)
ay +ay,...a1 +ayg, a2 +ay,...,a2 + a9,...0a6 +avz,...,06 + aig,

6 ops cau/0 ops RAM; * 0.1 = 0.6 segons

a7 +as,...,a7 + ap,...a9 + ajg

El temps d’execuci6 és de 17,1 segons, 0 2,6 operacions gran.s&mb una capacitat de la memoria cau
i un nombre de dades major el ritme s'aproparia al maxim depg@azions per segon.

. » i operacié t cache
! operacio t cache 1 10 T 1 7 7 7 7 Jicarrega
1 10 T T 7 7 7 7 Jicarega a1 +az : ay _az ? 7 7 7 |dades
a1 + a2 . a1 az 7 7 7 7 |dades ) N 20 2 1 2 7 7 7
7 1 2 7 27 7 ay +ag . ———
2 a1 +ag 2.0 a1 as az ? ? ? 2L 02 %8 - -
16 16 12 14 15 15
5 a1 + ag 5.0 5 1 2 3 45 16 a1+ a7 7o ay ay a3 a4 as ag
aj a2 as a4 as ae 17 + 8.0 17 16 17 14 15 15
6 aj +az 6.0 6 6 2 3 4 5 oL Tas ’ @1 ar ag d4 d5 d6
aj ay a3 a4 as ae 18 16 17 18 15 15
7 6 7 3 4 5 18 a1 +ao 9.0
7 a1 +a 7.0 @1 a7 ag ag a5 4e
! 8 ' a1 ay ag a4 as ag
35 36 37 38 39 39
34 a5+ ao 34.0 32 33 34 30 31 34 39 agt+aip 165 a5 a7 a5 @y 2109
a7 _ag ag aip ag_as 20 16.6 35 40 40 38 39 39
35 astage 241 |[2_33 34 3 33 a7 +ag : a5 a7 as ag @10 9g
h ay ag ag aig ag as a1 16.7 35 41 40 41 39 39
36 ag +a 342 36 33 34 35 36 35 a7 +ag . a5 a7 as a9 aig dg
6T ar : a7 as ag ajoas as " 16g [P 42 a0 ar 42 39
a7 +aio ' as ay ag ag aig ae
43 ag + ag 16.9 35 42 43 43 42 39
a4 + 35.0 42 44 43 44 39 35 as a7 ag ag aipg a6
a, a A
s +aio a7 as @5 a10 a5 as 4 agtay, 170 [B 22 A4 A3 4339
42 44 45 45 39 35 as a7 ag ag aio ae
45 ag + aig 35.1
= =R o e w1 BEEERS

Figura 3.5: A I'esquerra, alguns detalls de la utilitzactla memoria cau de I'algorisme 3.2, i a la dreta
els de 3.3. La primera columna de cadascuna d’aquestes tadlea I'index de I'operaci6 efectuada, la
segona aquesta operacio efectuada, la tercera el tempgars deanscorreguts, i I'Gltima, I'estat de la
memoria cau. En la primera fila de I'estat de la memoria caemaguan s’ha accedit per uUltima vegada
a les dades que apareixen en la segona fila.

Analitzem ara un exemple més interessant. Suposem que tesmatriusd, B, C' n x n, les quals
caben en la memoria cau, i que volem fer 'operaCié- C' + A x B, per a la qual emprem l'algorisme 3
1. Designem com &,, els temps per fer una operacio agafant les dades de memokh Rdm at.. el
temps per fer una operacié agafant les dades de la memoria cau

Després de passar pel bucle extern quan 1 hem carregat a la memoria cau tota la mafsiules
primeres files ded i C, a les quals no s’accedeix posteriorment. En el pas segwey.tetc. pel bucle
extern sols cal que carreguem les files segones, tercecesleat | C, ja queB ja €s a la memoria cau i
les carregues posteriors de les filesddeC' no expulsenB fora, perqué hi ha lloc per a les tres matrius a
la memoria cau. El compte del temps és:

n—1

. . N ——T—
e operacions que requereixen carrega des de RA&N - 2n + - - - + 2n ~ 4n?

e operacions quaeo requereixen carrega des de RAM2n3 — 4n?



3.3. MATRIUS DISPERSES 31

El temps de computacié és 4n?t,, + (2n® — 4n?)t.. El minim absolut seri@n?t., i la relacié que
existeix entre aquests dos temps és

An2t,, + (2n3 — 4n2)t 2t
2n°t, n - te

Sin=100i ttL = 10, aleshores aquesta fracci61és 0,02 « 9 = 1, 18, és a dir, que el temps d’execucid
és sols un 18% superior al minim, en compted@e- ttﬂ vegades superior si no existira la memoria cau.

3.2.6 LU abandes

Les matrius a bandes, a mig cami entre les matrius densedisfErses, suposen una altra situacié que
permet millores substancials en I'eliminacié de Gauss.oSeim que els elements no nuls de la matriu
estan localitzats en les diagonalg, ..., 0,...,l. Es comprova (vegeu I'exercici 7) que els factbrs U

de la descomposicié LU dd tenen zeros ol els té, dit altrament: els Unics elements no nuld.des
troben en les diagonalsi, ..., 0 i els deU en les diagonals, . .., [. Dit en poques paraules:

La descomposicié LU d’'una matriu a bandes és a bandes.

La primera millora que ens permet aquest fet és estalviamoss amb I'algorisme seguent:

Input: A matriun x n
fork=1,...,n—1
fori=k+1,...,min(n,k+1)
A(i k) = A(i k) Ak, k)
forj=k+1,...,min(n,k+1)
A(i, 7) = A(i, j) — A(i, k) A(k, 7)
end
end
end
Output: part estrictament triangular inferig
de L sota la diagonal, part triangular
superior ddJ sobre la diagonal, incloent-Ig.

=

Algorisme 6: Algorisme LU per a matrius a bandes, amb estraade dades de matriu densa.

El nombre de passos pel bugle&és< [ i el nombre d'operacions és 2I. El nombre de passos pel
buclei és< [, ja que el nombre d’operacions per cada pas és 2/ = 2I2. El nombre total d’'operacions
de l'algorisme €s< 2ni2.

L'estalvi d’operacions d'aquest algorisme respecte giasme usual és espectacular: tal com veurem
més endavant, les matrius que apareixen en moltes aplsas@m x n i tenen una amplada de banda
(inferior i superior) dey/n. Fins i tot per a volums moderats = 10000, el nombre d’operacions del

2,3

I'algorisme usual é%%é = % ~ 3300 vegades superior al d’aquest ultim.
L'altra millora consisteix en I'estalvi de memoria que carpa sols guardar els elements no nuls.
Mostrem l'estructura de dades que permet aquest estalaifegura seguent:

3.3 Matrius disperses

Quan considerem que la proporcié d’elements no nuls d’urtaureés suficientment petita com per con-
siderar la matriu dispersa? Des d'un punt de vista teoridefanicio que tindria sentit plantejar-se per
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,~ diagonals no nul-les

’ ,-""'/;,r’; ——————————————————— b
) | j-it+l+1
J ! -i+1+
B

Figura 3.6: Estructura de dades per emmagatzemar eficiehtma matriu a bandesB és una matriu
nx 20+ 1)iB(j,j—i+14+1)=A(i,7), si|i — j| <L

a matrius disperses seria que una familia parametritzadaatiéus (A (n)),en, A(n) matriun x n, €s
dispersa quan
nombre d’elements no nu(si(n))

im =0.
n ’I’L2

Perd aquesta hipotética definicié no té utilitat practicaes [@’'un punt de vista practic, es pot dir que
una matriu és dispersa quan és avantatjés utilitzar algess/o estructures de dades diferents dels de
les matrius denses per millorar substancialment el temgehputacié o I'iUs de memoria. Aixi doncs,
sota aquest principi, no considerariem una matriu tridiag® x 3 com a dispersa, ja que no obtindriem
millores substancials. El concepte de matriu dispersarésegim, un tant subjectiu i dependent del
problema.

De les matriu conegudes fins ara, podem considerar com asbspes diagonals i tridiagonals, les
quals permeten resoldre sistemes(¥m) operacions; també considerem disperses les matrius amb una
amplada de banda petiteen comparacié amb la dimensié de la matriu, amb les qualsnpodsoldre
sistemes e (I%2n) operacions.

3.3.1 Estalvide memoria

Tot seguit presentem dues estructures de dades per estabnaoria en 'emmagatzemament de matrius
disperses.

Emmagatzemament per diagonals

L'emmagatzemament per diagonals s'utilitza quan la mag&ipoques diagonals no rek i és molt
semblant a I'estructura de dades que hem utilitzat per a ##sus a bandes, només gue per a aguestes
matrius les diagonals s6n contiglies, i en el nostre cas pooe®r-ho, per la qual cosa caldra també
emmagatzemar els indexs de les diagonals néesuMegem-ho en un exemple.
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Exemple 3.2.
1 0 50 9 2 10 -3
0 3 0 6 0 4 3 0 -2
A=l 070l T B loo0 755 970
9 4 0 8 0 0 8 6 2
matriu original diagonals index diagonals

Emmagatzemament CRS

L'emmagatzemament CRE@mpressed Row Storggés un tipus d’emmagatzemament més general que
I'anterior, ja que no requereix que hi hagen poques diagamahulles perqué resulte eficient. Consisteix
a utilitzar tres vectors: en el primer guardem el valor deacalément no nul de la matriu, ordenats per
files, en el segon guardem les columnes on es troben aquesterds no nuls, i en el tercer, els indexs
dins d’aquests dos vectors on comenca cada fila. Ho veurdor mmhb un exemple

Exemple 3.3.

© N O =
= O W O
S g O ot

3.3.2 Estalvi d’'operacions

AThora d’eliminar les entrades de la part subdiagonal d’'oarta columna d’una matriu dispersa, I'estalvi
d’'operacions ve per dos llocs:

1. Sols eliminem aquelles entrades nolesli per tant el bucleé s’executa sols quaA(i, k) # 0.

2. A I'hora de afegir a una fila la fila pivotal multiplicada plctor adequat, sols caldra que fem
I'operacié per a aquelles entrades de la fila pivotal que gnaesi nulles.

Tanmateix, just en aquest punt pot océrrer el fenomerfiltléd, en el qual algunes entrades tes
d’'una fila esdevenen no nlgds en sumar-los un mdltiple no nul de I'entrada no-lautie la mateixa
columna de la fila pivotal; és a dir, quan fem I'operadiQ, j) = A(i,5) — A(i, k) * A(k, j) pot passar
queA(i,j) =0, peroA(i, k), A(k, j) # 0, amb la qual cosa (i, j) passa a ser no nld. Aquest fenomen
pot ser especialment greu si no prenem mesures, tal com eénkibwa I'exemple seguent.

Exemple 3.4. La matriu representada en la figura 3.7, a I'esquerra, és ati@dundispersa. Pero té una
particularitat: la primera fila i la primera columna contemaolts elements no nuls (de fet, tots). Perqué
el primer pas de I'eliminacié de Gauss produeix “I'omplirtiethe les zones no ndés de la matriu. En el
segon pas, lI'algorisme es troba ja amb una matriu densa!

Si no fem res per evitar-ho, el fenomen @ilin tindra les seguents consequéncies:

1. Es necessitara més memoria per contenir els factors destaehposicié LU que per contenir la
matriu original. En el cas anterior, els factors s6n densos.

2. Si es creen entrades no #es addicionals, caldra eliminar-les en passos postefi@mgual cosa
comporta més treball i pot crear encara rfiéén, el qual duu més treball..



3.3. MATRIUS DISPERSES 34

Figura 3.7: Patr6 de dispersitat de la matriu original i déatoritzacié LU. La part negra simbolitza
entrades no ndes i la part blanca entrades rak.

Reordenacions

El cas de I'exemple anterior-liistra una de les técniques utilitzades per reduiffillein i per tant la
memoria i temps de computacié necessaris. Si reordenemldes fiolumnes de la matriu en ordre
invers, la solucié del sistema essencialment no canviaefdmdes la solucié obtinguda apareixen en
ordre invers). La matriu reordenada la trobem en la figura @eem que podem aplicar-li I'eliminacié
de Gauss e (n) operacions.

Figura 3.8: La matriu de la figura 3.7 amb files i columnes cades inversament.

El que suggereix aquest exemple és gue caldria reorderai fildumnes de la matriu de menor a
major en funcié dels elements que continguen; és a dir, petadl,...,n definims; com la suma del
nombre d’elements no nuls en la fila en la columnai. Ordenem ara aquestes quantitats de menor a
major:

Sip <84y <o <8,

La permutacié de les files i columnes desegons(iy, ... ,i,) S‘anomenaeordenacid per columneis
tendeix a donar una matriu amb amplaria de banda creixenésNeomillor reordenacio, pero és senzilla
de calcular. Laeordenacioé per minim graés més sofisticada, pero utilitza principis similars i salato
molt bons resultats.

Altres reordenacions cerquen obtenir amplaries de band@ménys constants i el més petit possible.
Entre aquestes citem la de Cuthill-McKee inversa.

Exemple 3.5. Generem aleatdriament una matriu simeétrica i definidaipasitl patr6é de dispersitat de la
gual mostrem en la figura 3.9 de dalt a I'esquerra. La propat@ntrades no nudes és aproximadament
un 2%. En calculem les reordenacions per minim grau i perilGiMbKee inversa, i apliquem I'algorisme

LU a totes tres matrius per obtenir els seglents resultats:



3.4. PROBLEMES 35

reordenacio cap minim grau| Cuthill-McKee inversa
no zeros LU 30558 | 9258 18596
segons de CPU per LU| 0,39 | 0,08 0,18

Figura 3.9: D’esquerra a dreta, en la filera de dalt, matrigirtal, després de fer permutacié de minim
grau i després de permutacio Cuthill-McKee inversa; endaditle baix, descomposicié LU de la matriu
original, descomposicié LU de la matriu després de fer p&nid de minim grau, descomposicié LU de
la matriu després de fer permutacié de Cuthill-McKee.

3.4 Problemes

Problema 1. Si A és simétrica definida positiva, aleshores aquesta supassccerta. Per provar-ho,
demostreu:

1. Els blocs de la diagonal d'una matriu simétrica definidsitp@ ho sén també.

2. Siuna matriud és simétrica i definida positiva i designefrel resultat del primer pag: = 1) de
I'algorisme 3 1, aleshores &bmatriu de treballd(2 : n, 2 : n) és simétrica i definida positiva.

3. Demostreu que la matriu resultant de fer el pas 1 de I'algorisme 5 és la mateixa que la resultant
de fer els passds= 1, ..., m de 'algorisme 1 1.

Problema 2. El mateix siA és diagonalment dominant (per files o per columnes).
Problema 3. Interpreteu les altres variants de la multiplicacié ma&tique no apareixen en 3.

Problema 4. Interpreteu les altres variants de I'algorisme per caldal@escomposicié LU que no apa-
reixen en 1.
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Problema 5. Qué passa amb l'algorisme 34j B, C' no caben en la memoria cau? Analitzeu el temps
d’execucio dels algorismes 3 i 4 sota aquesta suposicio.

Problema 6. idem per a I'algorisme 5.

Problema 7. Si els elements no nuls de la matruestan localitzats en les diagonal$, ... ,0,...,!
i A = LU és una descomposicio LU d&, aleshores la matrid té els seus elements no nuls en les
diagonals—I,...,0iels deU en les diagonals, . .. ,!.

Problema 8. Escriviu I'algorisme 6 utilitzant I'estructura de dadesladigura 3.6

Problema 9. Escriviu una rutina que torne I'elemeit j) d’'una matriuA emmagatzemada per diagonals.

Problema 10. Escriviu una rutina que torne I'elemeft j) d’'una matriuA emmagatzemada en format
CRS.

Problema 11. Escriviu un algorisme eficient per calcular la factoritelcU de la matriu de la figura 3.8.

Problema 12. Trobeu la discretitzacio per diferéncies finites de I'eddiae Poisson en el domini de la
figura 2.3.



Tema 4

Metodes iteratius per a sistemes lineals

4.1 Introduccio

4.1.1 Els metodes de Jacobi, Gauss-Seidel i SOR

Els métodes iteratius basics son de tipus lineal i s’obteledla manera segiient:

1. esdescompod = M — N, onM és una aproximaci6 dé,

2. es planteja I'equacié = M~ (Nz + b), equivalent 2z = b

3. es dedueix d’aci la iteraci6

Tig1 = M (Nx; +b), (4.1)
onz ) €s una aproximacio inicial donada.

La multiplicacié M~ (Nz; + b) s'implementa resolent el sistema amb matriui terme independent
Nz; + b. En deduim que resoldre sistemes amb matfical que siga més senzill que ambperqué
aquest métode siga efectiu.

SiA =L+ D+ U és una descomposicio decom en la figura 4.1, aleshores I'eleccié que mostrem
en la taula segtient dona els métodes iteratius basics jgutsne

M Métode

D Jacobi

D+ L Gauss Seide
1D+ L | SOR

El parametrev del métode deobrerelaxacio successif8&OR) pertany a l'interval0, 2). Cal adonar-se
gue aquestes tres matrius sén facilment invertibles, fagra és diagonal i les altres dues sén triangulars
inferiors. Observeu també que el métode de Gauss-Seidal éasuparticular de SOR per a I'eleccio
w=1.

A

Figura 4.1: Particid = L + D + U per a I'obtencié de métodes iteratius.

37
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Tal com veurem més endavant en aguest tema, és importantrtattius precondicionadores sime-
triques i definides positives quan la matruho siga. La de Jacobi ho és (per qué?), perd les altres dues
no. “Simetritzem” SOR (i, com a conseqiiéncia, Gauss-SeiHEEOR inveres defineix, de manera dual
a la del SOR, com el métode iteratiu lineal que té per mateeqgrdicionadorad = %D + U (vegeu
I'exercici 1 per a una justificacié del nom). Suposem aradés simétrica i definida positiva i plantegem
la iteraci6 consistent a fer un pas de SOR seguit d’un pas @eiB@rs (cal tenir en compte qié= LT
perquéeA és simétrica):

Fip1 = (éD + L) N —~((1—- =)D+ L)z; +b) (jaqued— M = (1— 5)1) +L7)

it = (éD + LT (—((1 - %)D 4 L) +b) (aqued— M = (1— %)D + 1)
- (éD I ( — (- %)D + L)(%D ) ( — (1 - %)D + L) a; + b) + b)
- (£D+LT)—1((---)xZ + (— ((1- %)D+L)(%D+L)—1 +I>b>
- ($D+LT)—1((---)@ + (— ((1- é)D+L)(%D+L)—1 +I>b>
= (%D L))y + (%D - LT)‘IQ_TMD(%D + L)%

Per la forma que tenen els métodes iteratius, deduim qu&desande la matriu precondicionadora que
defineix aquest metode és

12-w

1 1
M=t =(=D+ L") D(=D+ L),
w w

d’on obtenim la matriu precondicionadora del métodsalarerelaxacié successiva simetri@SOR)
1 1
M= (=D+L)——D"Y (=D + L7). (4.2)
w 2—w w
Aquesta matriu és simetrica i definida positiva sempreAjbe és.

4.1.2 Convergencia dels métodes iteratius lineals

Un métode iteratiu es diu que convergeix quan la successiérgéa pel méetode convergeix (obligatori-
ament a la soluci6 del sistema) per a qualsevol aproximal x ). Els valors propis de la matriu
@Q = M~'N donen la clau de la convergéncia del métode iteratiu. Domerseguit un recull dels fets
més importants sobre la convergéncia d’aquests métodes:

1. El metode és convergent si i només si el radi espectré@) del maxim dels moduls dels valors
propis deQ) verificap(Q) < 1.

2. SiA és estrictament diagonalment dominant aleshores JacehigssSeidel convergeixen.
3. SiA és simétrica i definida positivad € (0, 2) aleshores SOR convergeix.

4. Com a conseqiiencia, 4iés simeétrica i definida positiva, aleshores Gauss-Seiaekecgeix.

En molts casos d'interes, entre ells la resolucié numeérialyuhes EDPs com la del problema de
Poisson, el metode de Gauss-Seidel és més rapid que el de Jagicel parametrev es tria de certa
manera optima, es pot aconseguir una millora substancitd denvergéncia de SOR respecte a la de
Gauss-Seidel (és a dir, SOR peva= 1).
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4.1.3 Avantatges i inconvenients dels metodes iteratius

Hi ha aplicacions que requereixen resoldre sistemes $irmab una precisié baixa. Per exemple, la
discretitzacié de I'equacié de Poisson que hem plantejahsalés de segon ordre, és a tiarror de
discretitzaci@ la diferéncia entre la solucié del problema continu (I'agjd de Poisson) i el discretitzat és
O(h?). Sih = 0,01, aleshores cometem un error de I'ordrelde* en aproximar la solucié de I'equacio
de Poisson per la solucid del sistema resultant de la diga@t. Si cometem un error del mateix ordre
en la resolucié d'aquest sistema, I'error global resultadeémateix ordre que si el resolem exactament.

Si el cost de la resoluci6 dels sistemes féra proporciorsgleete de la precisié requerida, aquestes
aplicacions es podrien dur a terme més rapidament. L'efiniinde Gauss és molt lluny de complir
aguesta propietat, ja que si aturem l'algoritme a la meibasails no obtenim la meitat dels digits de la
solucid, siné que no n'obtenim cap!

Un altre avantatge és que un metode iteratiu com els que hesergat permet aprofitar el fet que
una matriu dispersa tinga molts zeros d’una manera claraelsnasos anteriors, multiplicar pér i
resoldre sistemes amb matid es pot efectuar e@®(no zeros ded), sense problemes didl-in perque
la matriu M sol ser triangular. A més, sovint no cal ni emmagatzemar lkesins M i N per fer-ne Us
en métodes iteratius, amb la qual cosa la memoria requeeida gesoldre un sistema €5§n). Aquesta
guantitat, que en principi pot paréixer modesta, no ho ésaamlgunes aplicacions anés de l'ordre
de 10%,107. Un meétode directe pot ser senzillament inaplicable ensigumsos, perqué podriem tenir
memoria sols per emmagatzemar una desena de vectors danigangero no tenir prou memoria per
emmagatzemar la matriu, encara que féra utilitzant estrestde dades sofisticades. Per tots aquests
motius, un métode iteratiu de convergencia rapida aplicabamatriu dispersa pot significar una reduccio
en el cost computacional molt important sobre un métodetdire, senzillament, ser I'inica alternativa.

Tammateix, els méetodes iteratius no son la solucié unilgesgue perqué siguen d'utilitat cal tenir
garantida la convergéncia a priori, la qual cosa en limitadpacitat d'utilitzacié als casos esmentats
abans. Aixi i tot, aquests casos sOn suficientment significabm perqué els metodes iteratius siguen
una eina insustituible per métodes directes en nombrofiea@pns.

4.2 El metode del gradient conjugat

Com que la convergéncia del metode de Gauss-Seidel no solessa rapida, presentem aci un métode
iteratiu amb propietats de convergéncia superiors. Noaesatid’'un métode lineal, basat en una particié
de la matriuA = M — N. El métode delgradients conjugatgs més sofisticat que els métodes iteratius
lineals i esta relacionat amb problemes de minimitzacioa@@mis, encara que no entrarem a analitzar
aquest aspecte.

Abans de comencar a desenvolupar el métode proposem dugside§i i un teorema.

Definicio 4.1. Sigax, y € R™ definim el producte interior com:

n
(@,y) =2Ty =z,
i=1
Proposici6 4.2. Siguenz, y, z € R™ i sigaa € R, aleshores:

1. (z,y) = (y,2)
(ax,y) = a(z,y)

2.
3. (z+2z,9) = (z,9) + (2,9)
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4. (x,z) >0
5 (z,z) =0 2=0
Definici6 4.3. Direm queA € M™*™ és definida positiva st € R"\{0}:

(z,Az) = 2T Az > 0

Observem que sil és simétrica aleshores es compleix que,, i € R™:

(z,Ay) = 2T Ay = 2T ATy = (Az)Ty = y" (Az) = (y, Az).

En aquesta secci6 suposarem gue M™*" és una matriu simeétrica i definida positiva (SPD).
Ara definim la funcié quadratica: R™ — R

n n n
g(ml,...,xn) :sz A,-jxj —221)2%
1 i=1

i=1 =
0, vectorialment,
g(z) = 2T Az — 22Tb = (x, Az) — 2(x,b)
gue és fonamental per al desenvolupament del métode détgradnjugat.
El seglient resultat és una eina basica per al desenvolupdeienétode del gradient conjugat.

Proposicié 4.4. El vectorz € R™ és solucié del sistema lineal simétric i definit posil: = b si
minimitza:

g(x) = (x, Ax) — 2(x,b)

Prova. En primer lloc tenim que sil és simétrica i, és soluci6 del sistemdx, = b, aleshores per a tot
y e R?
9(y) = gz.) + (y — )T Ay — ). (4.3)
A més, com qued és definida positiva tenim que i~ .., aleshoreg — x,. # 0i per tantg(y) > g(z)
amb la qual cosa la soluci6 deAx = b, z,, €s un minim del funcional(x).
Provarem ara I'altra implicacio; per fer-ho, donatg # 0 € R"™ vectors fixos it € R un nombre
variable, definim:

g(x +tp) = (z + tp, A(x + tp)) — 2(x + tp, b)

z, Az) + t(p, Ax) + t(p, Az) + t*(p, Ap) — 2(z,b) — 2t(p, b)
x, Az) — 2(z,b) + 2t(p, Ax) — 2t(p,b) + t*(p, Ap)

= g(x) + 2t(p, Az — b) + t*(p, Ap)

=
4.4
iy (4.4)

Si definim la funcié quadratica en la varialileom h(t) = g(x + tp) tenim queh/(t) = 2(p, Az —
b) + 2t(p, Ap) i es minimitza quan

tA:_(p,Ax—b):(p,b—Aw)‘ 4.5)

(p, Ap) (p, Ap)

De I'equacio (4.4) obtenim:
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h(t) = g(x) + 2t(p, Az — b) + t2(p, Ap)

_ (p,b — Az) B (p,b— Ax) 5
=g(x) + 27@7 ) (p, Az —b) + (7@7 ) )*(p, Ap)
B b= Az)?  (p,b— Ax)? (4.6)
=olz) =2 (p, Ap) (p, Ap)
_ oy (pb—Az)?
ST )
Ara, siz, minimitzag, per a totp € R™ tenim que:
_ 2
o) < glo+ip) =gl - P

Aix0 només pot passar §,b — Az,) =0, Vpe R" ésadi, sidz, —b=0.

Per comencar amb el métode del gradient conjugat, agafesolunzd aproximada ddx, = biuna
direccio de cercay # 0, per intentar aconseguir una millor aproximacid,a Sir = b — Ax # 0 és el
vector resta associat ambi si p i » no sén ortogonals, aleshores si definim

(p7 b— Al‘) _ (p,T)

(p, Ap) (p, Ap)

aleshoresg(x +tp) < g(z) i possiblement esta més propdequex. Aixi, suggerim el seglient métode:
Suposen;, una aproximacio inicial a., sigapy # 0 una direccio de cercainicial. Peia 1,2,. ..,
calculem:

(Pi—1,b— Ax;_q)

t; =
’ (i1, Api—1)

Ti =1 +tipi1

i agafem una nova direccié de cenga L'objectiu és fer una eleccié de manera que la successpraka
macions convergisca rapidament.a
4.2.1 El métode del maxim pendent.
Una manera de triar les direccions de cerca seria la seghent.que
n n
g(z) = (x, Ax) — 2(x,b) = Z @ jT;Tj — QZﬂfibi,
i,j=1 i=1

si calculavem les derivades parcials respecte a la compepéndriem que:

dg(x) -
=2 i — 2
02, ; ay;x by

per tant, el gradient dg és:

9g(x) 9g(x) 9g(x)

Vg = 0x1  Oxs ' Oz,

7 =2(Az — b) = —2r. (4.7



4.2. EL METODE DEL GRADIENT CONJUGAT 42

Utilitzant analisis de diverses variables (regla de la najte
gz +tp) = g(x) + tVg(x)p+o(t?) >0
com queVg(z)p =|| Vg(z) |||l p || cos(0), tindrem que obtindrem el maxim pendent quaa —Vg(z),
és a dir, quamos(f) = —1.

En aquest cas agafariemn= r; = b — Ax; i el métode s’anomenaria del maxim pendent (algorisme
1).

inici: A, b, xg
To = b— Ax()
bPo=To
fori=1,...

ti = (Pi-1,7i-1)/(Pi-1, Api—1)
T; = Ti—1 +tipi—1

r; = b— A.Z'Z
bi =T
end

Algorisme 1: Algorisme del maxim pendent. Per simplificar-hem omés el criteri de parada, el qual sol
estar basat en la quantitat; || /||b]|.

El problema del métode del maxim pendent és que ens dénacelrdemés rapid localment, que no
és el més rapid globalment. De fet, es pot provar guep; 1) = 0, Vi. Es a dir, pren direccions
ortogonals en cada pas i, Obviament, eixa no és la millor rmatebaixar.

Exercici 4.5. Amb la notacio utilitzada anteriorment, proveu que per alati@ del maxim pendent les
direccions successives son perpendiculars.
Prova. Com que
pi=ri=b—Ax;=b— Aw;_1 — t;Ap;_1,
tenim
(pispi-1) = (b — Axi_1,pi—1) — ti(Api—1,pi-1) =0, Vi

4.2.2 El métode de les direccions conjugades

Plantegem un meétode alternatiu usant un conjunt de vectodiréccions no nues {po, p1,...,pn-1}
gue sonA-ortogonals, és a dir, compleixen:

No es dificil provar que un conjunt de vectotsortogonals associats amb la matriu definida positiva
A és linealment independent.

La seglent proposicié mostra que aquesta eleccio de direcde cerca dona la convergénciaren
passos sempre que assumim que l'aritmetica siga exacta.

Proposici6 4.6. Siga{po, p1, - - - , Pn—1} Un conjuntA-ortogonal de vectors no nuls associats amb la ma-
triu A SDP i sigaxg arbitrari; aleshores, si definim

i—1,b— Ax;_
ti:(pl L 1) i ori=xi1F+tpice 1=1,2,....n
(Pi-1, Api-1)

Aleshores, assumint aritmética exacla;,, = b
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Prova. Com peracada=1,2,...,n, x; =x;_1+ t;p;_1 tenim que:

Az, = Axp_1 + t, Apn—1
= A, o+ tn—lApn—2 + tnApn—l

(4.8)
= Azxg + tlApo + ...+ tnApn—l
Si restenb i multipliguem perp;_; tenim que:
(Azp —b,pic1) = (Awo+t1Apo + ... +taApy — b, pic1)
= (Azg —b,pi—1) +t1(Apo, pi—1) + ... + tu(Apn,pn)
= (Azg —b,pi—1) + ti(Api—1,pi-1) (4.9)
per ser A-ortogonals. Per altra part, tenim
ti(Api—1,pi—1) = (Pi—1,b— Az;_q)
= (pi-l, b— Axg+ Axgy... — Axj_o + Ax;j_o — A:L'Z'_l)
= (pi—1,b— Axg) + (pi—1, Axo — Az1) + ... + (pic1, Axi2 — Az 1)
= (pi—1,b— Axg) + (pi—1, Axo — Az1) + ... + (pic1, Axi_2 — Az 1)
= (pi—1,b— Axg) — t1(pi—1, Apo) — ... — ti—1(pi—1, Api—2)
= (pi_l, b— AI‘Q) (410)

De (4.9) i de (4.10) obtenim quedx,, — b,p;—1) = 0, i. e., queAx,, — b és ortogonal al conjunt de
vectorsA-ortogonals i, per tant, vectors independents (vegeu elgmma 6). Aixo implica quelz,, —b =
0.

Exercici 4.7. Els vectors residualg;, ¢ = 1,...,n, per a un métode de direccié conjugada satisfan les
seglients equacions:

(riypj) =0, j=0,...,i—1
4.2.3 El métode del gradient conjugat

El métode del gradient conjugat tria les direccions de cgyca de manera que els vectors siguen
mutuament ortogonals. Vegem com es podrien construir etergede direccid po, p1,- - -, Pn—1}-
Proposicié 4.8. Sigaxy una aproximacio inicial aleatoria. Siga la primera diréade cercgy = ro =
b — Axg. Sicalculem, peri=1, ...

t = (Pi-1,7i-1)
(Pi—1, Api—1)
xi = Ti—1+iipi—1
r, = b— AI’Z
s = — (pi-1, Ari)
(Pi—1,Api—1)
Di = T+ 8iPi—1

aleshoresyi, (p;, Apj) =01 (r4,r;) =0peraj =0,...,i— 1.
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Prova. Ho provarem per induccio.

Perai =1, (r1,79) = (r1,p0) = 0 per I'exercici 4.7 i(p1, Apo) = (r1 + s1po, Apo) = (1, Apo) +
51(po, Apo) = 0.

Suposem que és cert finsvegem que també ho és per & 1.

D’una banda, tenim que per g = 0,...,4, (rit1,7;) = (rit+1,0j — Sjpj—1) = (Tit1,Dj) —
sj(rit1,pj—1) = 0, per I'exercici 4.7.

D’altra banda, queda provar q@e 1, Ap;) =0perj =1,...,i — 1. En efecte,

1
(Pit1,Ap;) = (pj, Apiy1) = E((pj,Asz — Azit)
1
= —((pj, —-b + AxH_Q + b— AI’Z’+1)
tito
1

= 3 ((pj,rix1) — (pj,7rig2)) =0 j=1,...,4.
1+2

Nota 4.9. Com a motivacié del nom de gradient conjugat podem dir queatque(r;,r;) = 0 per a
1 # 7, per (4.7) tenim que els gradients glen les iteracions;; de I'algorisme sérconjugats(sinonim
d’'ortogonals).

Aixi, el métode del gradient conjugat es podria escriureadeeiient manera (algorisme 2).

inici: A, b, zg
To = b— A:L'(]
bPo=To
fori=1,...

ti = (pi—1,7i-1)/(Pi—1, Api—1)
Ti = X1+ tipi—1
r; = b— AI’Z
s; = —(pi-1, Ari) /(Pi-1, Api-1)
Di = Ti + SiPi—1

end

Algorisme 2: Algorisme dels gradients conjugats sensevoar. Versio 1. Per simplificar-ho, hem omés
el criteri de parada, el qual sol estar basat en la quatititat || b||.

En l'algorisme tal com esta escrit cal fer, per cada iterare&s productes de matriu per vector (en
realitat). Aixd es pot reduir fent uns canvis.
En primer lloc, com que

(Pi-1,7i-1) _ (ric1 + Si—1pi—2,Ti—1)
(pi—1, Api—1) (Pi—1, Api—1)
(rie1,7mi-1) (pi—2,7i-1)

— - 7 + Si—1 ,
(pi-1,Api—1) " (pi-1, Api-1)

t, =

Per I'exercici (4.7) deduim que:
(ri-1,7i-1)
b= ———"— 4.11
(Pi-1, Api-1) (“-11)

També, der; = 7;_1 +t;pi_1, 0btenimAx; —b = Ax;_1 —b+t;Ap;_1, ésadiry; = r;_1 —t;Ap;_1.
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Aixi,
(risri) = (rim1,75) — ti(Api—1,75) = —ti(rs, Api—1).
Si ajuntem aixd amb I'equaci6 (4.2.3), obtenim
o - _ picy,Are)  (ri, Apic1)
’ (Pi-1,Api—1) (pi—1, Api—1)
(1/ti)(riyri)  (riymi)

(1/ti)(riz1,ric1)  (rie1,7mim1)

Aixi, 'algorisme del gradient conjugat es pot escriure @edglient manera (algorisme 3)

inici: A, b, xg
To = b— AI‘Q
bo=To
fori=1,...

ti = (ri—1,7i-1)/(Pi-1, Api-1)
Ti = Xi—1 + tiPi—1
ri =Ti 1 — tiApi_1
s; = (ri,ri)/(ric1,rie1)
Di =T + 8iPi—1
end

Algorisme 3: Algorisme dels gradients conjugats sensevotar. Versio 2. Per simplificar-ho, hem omés
el criteri de parada, el qual sol estar basat en la quatititéf || b||.

Adoneu-vos que per cada iteraci6 sols cal calcular un ptedys; _; per la matriud i emmagatzemar-
lo en un vector; que es pot utilitzar posteriorment per calcutar;. Si designem com axpyl’'operacié
y =y + axiperdot(z,y) = zpy, el cost d’'una iteracié és aproximadament

cost(producte matrix vector)+ 3cos{axpy) + 2cos{dot) ~ cos{Ax) + 10n

Respecte a la memoria necessaria per a una implementaéehefacmés ded, b, x;, cal utilitzar 3
vectors addicionals;, ¢;, p;_1, suposant que en cada iteracié cagda s’escriu en comptes de.
Sianomenenay; = t;_1i 3; = s;_1, 'algorisme 3 és equivalent a 'algorisme 4.

4.2.4 Propietats fonamentals

Si A és una matriu simétrica i definida positiva, aleshdres) 4 = (z, Ay) €s un producte escalar.
Sip = p(x) = ppa™ + pp_12" ' + -+ + p1z + po €s un polinomi iA és una matriu, definim
P(A) = ppA™ + pp1 A"+ -+ prA+pol.

Proposici6 4.10.
1. Pera > 0, hi ha polinomisf;, g;, h; de grau, tal que

(@) zit1 = xo + fi(A)ro € xo + K;
(0) pi = gi(A)ro € K;
(C) T, = hZ(A)T() e K;,hi0=1
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inici: A, b, xg
To = b — Axo
bo=To
fori=0,...

;= (Mﬂ"z’)/(Pi,APi)
Titl = Ti + Qi
Tig1 = Ti — @i Ap;
Bi = (Tig1,7i41)/(13,74)
Pit1 = Tit1 + Bipi

end

Algorisme 4: Algorisme dels gradients conjugats. Per siiopt, hem omés el criteri de parada, el qual
sol estar basat en la quantitat || /||0]|.

2. (riyrj) =0, (pj,pj)a =0, Vi # j.
3. Sir; # 0, idesignemk; = {p(A)ro: graup) < i} aleshores

(@) {ro,...,r;} és base ortogonal d€; respecte al producte escalar).
(b) {po,-..,p:} és base ortogonal d€; respecte al producte escalar-) 4.

4.2.5 Convergéncia

L'analisi de la convergéncia del métode dels gradientsugfaig és d’'una complexitat relativament alta,
de manera que sols anomenem els fets més importants sersendda demostracio.

Proposicié 4.11. Gradient conjugat Utilitzant la notacio: 0 < A\; < --- < )\,, valors propis de
A Kk = §—7; la condici6 deA (en norma euclidianak; = z. — z;, x. solucié del sistemalz = b,

|zllz = /(z, Zz) (Z = A, A~1) tenim:
1. leilla = [Irill.a—

2. Sih; ve donat per la proposicio 4.10 aleshores

4 —_1 = hZ A -1 = i h A —1.
frilacs = I Aroll s = win B4

k—1 i
3. Jleilla <2(¥25) eolla

4. il <2 (Y2) VRleol

Proposici6 4.12. Maxim pendent

L fledla < (552 el

Nota 4.13. La base de la poténcia que apareix en I'apartat 4 de la pwpakill és

RoVE-Ll 4 (4.12)

VE+1
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doncslim; ||e;|| = 0, és a dir, la iteracia; convergeix a la solucia,. i a més a més tenim assegurada una
fita sobre el decreixement de;||. Com que

VEZL g g VAL
VE+1 r—oo \/Kk + 1

tenim que la convergéncia sera més rapida com menor sigadécadde la matriu. En general, podrem
assegurar que

lim
r—1

el
leol|

<¢e,Vi > log(e/(2VkK))/ log(R). (4.13)

Per a una matriu amb = 100, tenim queR = = ~ 0.8. Aixi, (4.13) indica que caldra fer

log(1079/20)/1og(0.8) ~ 76 iteracions per garantir una disminuci6 t&° en||e;|| en comparaci6 amb
[eol|-

En canvi, sik = 10, obtenimR = }gj;} ~ 0,9998 i caldra ferlog(1076 /(2 - 10%))/log(0, 9998) ~
118.580 iteracions per garantir la mateixa reducci6 anterior!

Corol-lari 4.14. Sigap el polinomi minim deA, és a dir, el polinomi monigp de grau minim tal que
p(A) = 0, aleshoreg = graup) < n verificar; = 0, és adirx; = ..

Prova. Com queA és invertible,p(0) # 0 (comproveu-ho). Siga(z) = p(z)/p(0), de graw i amb
h(0) = 1. Aleshores per la proposicio 4.11 [&;|| 4-1 < ||h(A)ro|la-1 = 0, don0 =1r; = b — Ax; i
T; = Tx.

Nota 4.15. Des d'un punt de vista practic aquest resultat és més avaatcuriositat, per dos motius
principals:

1. No es verifica per a aritmética inexacta.

2. Sin és molt gran (de I'ordre d&0®, per exemple) i el grau del polinomi minim és- 1, aleshores
no podem esperar a fer— 1 iteracions per obtenir la solucié.

L'0s fonamental del resultat 4.11 4 és quaas relativament petit, €s a dir, per a matrius ben condici-
onades. L'algorisme dels gradients conjugats per a matralsondicionades pot tenir una convergencia
excessivament lenta per a resultar d’utilitat. En aquestlea técniques que exposem tot seguit resulten
crucials.

4.3 Gradient conjugat precondicionat

El resultat 4 de la proposicié 4.11 suggereix que la condieida matriu és el parametre fonamental que
controla la convergéncia de I'algorisme dels gradientgugais. Aquest algorisme aplicat a una matriu
ben condicionadax(petit) resulta que és un métode extremadament rapid, p@acénés que indtil qguan
la condici6 és gran. El que es pot fer en aquesta (malauraddreqiient) situacié és cercar un sistema
“equivalent” amb millor condicié. Vegem com podem trobartaksistema. SM és una matriu simétrica
definida positiva que aproxima d’alguna mandraleshores podem plantejar el sistema equivalent

M~YAz = M~ 'b. (4.14)

L'aplicaci6é de I'algorisme dels gradients conjugats a atpienatriu no és possible en general, perqué la
matriu M~ A no és simétrica i definida positiva, malgrat ser-ho totesdue
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4.3.1 Precondicionament simeétric

Per resoldre el problema anterior, separem la maifien dos factorsM = C7C on C és triangular
superior i “dividim” A per aquests factors, un per cada costat. Especificamemimpealcular una des-
composicioM = CTC perquélM és simétrica i definida positiva (per exemple, la desconsjipsie
Choleski) i després plantejar el sistema

cTAac tCx=C"Tb
el qual s’escriu
Az =0, A=CTAC ' b=C"Th,z=Cx (4.15)

SiT, és solucio del sistema (4.15) aleshargs= C~'7, és solucid delx = b, ja que, sit és aproximacio
a7,, aleshoresC 'z és aproximacié a,. La diferéncia amb el sistema (4.14) és que la mafrie=
C~TAC~! del sistema (4.15) és simétrica i definida positiva:

AT = (CcHTAT(C™T)T = ¢~TAC™! = A, per serd simétrica

T#0=7! Az = (C7'z)T A(C~'Z) > 0, per serA definida positiva O~z # 0

La matriuM s’anomenanatriu precondicionadorai la técnica de substituir el sisterdla: = b pel sistema
(4.15) rep el nom derecondicionament simétri€s dedueix que I'eficiencia d’aquesta técnica depén del
fet que el calcul de la descomposidid = CC” i la resolucié de sistemes amb matritis C” siguen
senzills.

Designem els valors propis dé ' A per\; < --- < \, i suposem qué/ és una bona aproximacio
a A, en el sentit que els valors propis anteriors son prop de dagéxtremV/ = A donaquel/ 1A =1
té tots els valors propis 1, perd aquesta tria de matriu pcBcimnadora no té massa sentit. Vegem quina
és la condici6 de la matrid. Com queA és semblant &/~ ' 4, ja que

CVAC = 0" TAC 'C = M1 A,

aleshoresA té els mateixos valors propis qué ' A i la seua condicié és el quocient del major entre el
menor: % Com que\; i A, son prop de 1, aleshores tenim qued) ~ 1 i I'algorisme dels gradients
conjugats resultara amb una convergéncia molt rapida.

4.3.2 L'algorisme del gradient conjugat precondicionat

Plantegem l'algorisme dels gradients conjugats pdfa= b (equacio (4.15)), amb aproximaci6 inicial
Ty = Cxo. Designarem com 3, el residual del sistema (4.15) per a la iterac&simaz; obtinguda per
I'algorisme. Aixi mateix, designarem conpgaels vectors auxiliars que apareixen en 'algorisme.

L'nica dificultat que té la implementacié practica d’adqualgiorisme és el producte per la matriu
A =C"TAC~!. No és recomanable formar explicitament la matrjyperqué aixd podria suposar perdre
precisié en calcular-la i perqué no tenim cap mena de gargug la matriud siga dispersa encara qde
ho siga. Pero si analitzem bé I'estructura4lens adonem que un produgte= Ap es pot efectuar de la
manera seguent:

s=C"'p (4.16)
t=As (4.17)
7= (CH™1t (4.18)
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inici: A, b, Tg
Ty = b— ZTO
Do =To

for i =0,

Bi = (Fix1,Tit1)/ (T, Ts)
Dit1 = Tix1 + Bib;

end

Ty = O_ITt

Algorisme 5: Algorisme dels gradients conjugats amb prdimionament simeétric. La iteracid; és
'obtinguda després d’haver executat el bucle, amb unailgessixida prematura per haver-hi satisfet
algun criteri de parada. A partir d’aquesta aproximacié & C~'z obtenim una aproximacié, =
C_lft AL

Sila matriuA és dispersa, I'aplicacio del pas (4.17) es pot efectuadaapent. Deduim que l'eficieéncia
del métode dependra de I'eficiéncia de la resoluci6 de sesteamb matriuC' (pel pas (4.16)) C7 (pel

pas (4.18)). Aquestes matrius solen ser triangulars i dispeja que I'aplicacié d’aquests dos passos es
pot fer de manera eficient amb modificacions dels algorisreesutistitucié adequades per aprofitar la
dispersitat de les matrius.

Nota 4.16. Es pot deduir que el resultat de I'algorisme 5 depén noméd dao dels factors del producte
M = CT'C, vegeu I'exercici 5.

4.3.3 Precondicionament diagonal

El precondicionament diagonal consisteix a triar la diajdhde A com precondicionador. Aquesta tria
esta justificada des del punt de vista teoric, ja que lesasdrde la diagonal d’'una matriu definida positiva
sbn positives, pero des del punt de vista practic no ho éssiamb és que la diagonal de la matriu té molt
de “pes”, és a dir, que la matriu és “molt” diagonalment damnin

Cal adonar-se que = D~'b es pot obtenir com la primera iteracié del métode de Jacdiviaaal
sistemadz = b ambz? = 0:

2V =D H—(A-D)0+b=D"'b

4.3.4 Precondicionament SSOR
La matriu precondicionadora

w 1 1
M=—" (“D+L)D =D+ LT
2_w(w + L) (w + L")

que defineix el métode SSOR és una matriu simétrica i defirodéiya siA ho és i triemw € (0, 2).
Podem descompondied = C7'C, on

11
C=,/——D2(=D+ LT
2_(,() 2((,() + )7
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on D~3 és la matriu diagonal formada per les arrels quadrades tents deD (els quals sén po-
sitius). La matriuC és triangular superior i és dispersasksiho és, la qual cosa implica que la matriu
precondicionadora és facilment invertible.

De la mateixa manera que en el precondicionament diagoalahdonar-se que = M ~'b es pot
obtenir com la primera iteracio del métode de SSOR aplicsistE@emadz = b ambzy = 0.

4.3.5 Altres precondicionadors

Hi ha moltes altres técniques de precondicionament, a kdetss que hem citat aci. Algunes d’aquestes
tecniques sén de proposit general, és a dir, que es podearaadtisfactoriament per a qualsevol problema,
encara que no son técniques Optimes en la majoria dels c&Ssuse aguestes citem una técnica que
consisteix a calcular urdescomposicié de Choleski incompldtala matriuA. Aquesta s'obté modificant
lleugerament I'algorisme original, perqué no produiBitan, i obtenir aixi factors que tenen el mateix
patro de dispersitat que la matriu original.

Hi ha altres precondicionadors que sols funcionen en castisconcrets i solen obtenir-se tenint en
compte el problema original. Aixi, sovint una equacidigifica (com la de Poisson) amb coeficients que
varien molt suaument pot aproximar-se per una equacio aeflcemts constants. La matriu corresponent
aaquesta Ultima és rapidament invertible utilitzant elsjaeomena FFT (transformada rapida de Fourier),
ja que pot servir com a bon precondicionador pel problemaoeficients variables.

4.4 Experiments numerics

Considerem les matriud resultants de discretitzar I'equacié de Poisson en makes: &k m punts,
m = 128,256,512. Aquestes matrius son de dimensions x m?, ambm? = 16384, 65536, 262144, i
soén disperses. Formem sistemes linehls= b, b; = 1, Vi i els resolem utilitzant els métodes iteratius
segiients amb’ = 0:

1. Métode dels gradients conjugats (CG).
2. Meétode dels gradients conjugats amb precondicionan@rBPOR ¢ = 1) (SSOR PCG).

3. Métode dels gradients conjugats amb precondicionanegmmtgscomposicié de Choleski incompleta
(IC(2) PCG).

4. Métode de Gauss-Seidel (GS)

Exposem els resultats en la figura 4.2. Deduim d’aquest iexpet que el metode de Gauss-Seidel té una
convergencia extremadament lenta i que el métode delsegtadionjugats amb precondicionament per
IC(2) és el més rapid.

45 Problemes

Problema 1. Escriviu els algorismes de SOR i SOR invers i trobeu unaficatié al nom d’aquest ltim.
Problema 2. Comproveu que la matrili/ de (4.2) és simétrica i definida positiva sempre gugo siga.

Problema 3.  Demostreu la proposicié 4.10. Pista: per demostrar I'apd®) utilitzeu inducci6 sobre
i per provar quér;, ;) = 01i (p;,pj)a = 0sij < i. Al'hora de demostrar que aquestes igualtats s6n
valides per d + 1 a partir dez, distingiu els casog =1 7 < 1.



4.5. PROBLEMES

10" 10*
D
N
e 4 1027“ - - - 4
o | cG
o \ - SSOR PCG
- -~ SSORPCG | 0w R lecéz) PCG
IC(2) PCG !
[ GS |
4 102 | B 4
B \
3 \
g .
4 Tt 1
\
\\
4 10° | \
"
\
g !
g 10° b \
\
|
\
L L L L L L 10’]" L L L L L L L
20 30 40 50 60 70 80 0 50 100 150 200 250 300 350 400
segons segons
10*
10° cG
- SSOR PCG
IC(2) PCG
©° ---  GS
_107 4
=
|
g
B |
10° B
10° g
10’” L L
0 500 1000 1500

segons

Figura 4.2: Resultats de I'experiment de la secci6 4.4. ddlegra a dreta i de dalt a baix: historia de la
convergencia pera = 128,256, 512. En 'eix vertical representem el temps en segons transgotides
de l'inici de I'algorisme i en el vertical la norma del residule la iteracié aconseguida en eixe moment.

Problema 4. Partint del fet que una matriu simétrigaverifica Amin(A)||z||? < (2, Az) < Amax(A)||z]|?
demostreu que, en la proposicié 4.11, I'apartat 3 impliapdrtat 4.

Problema 5. Demostreu que I'algorisme 6 calcula directament les apragionsz; = C~'7; de I'algo-
risme 5.

Pista: introduiu les variables
1.z, =C 'z,
2. pi=C'p;,
3.ri=b—Ar; =CT(C Ty - C-TAC1Cx;) = CT(b - Az;) = CT7,,
4. z; = M1y,

deduiu recurréncies per a les noves variables i comprovewqug; de I'algorisme 5 es poden escriure

en funcié de les noves variables com= (Zi> T‘Z')/(pi, Apz'), ﬁz = (Zi—i-h ri+1)/(zi, T‘Z')

Problema 6. Proveu que si el conjunt de vectdrsy, . . . , pn,—1} SOn A-ortogonals, aleshores son lineal-
ment independents.
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inici: A, b, zg
’r’O =b-— Al’o
20 = M0
Pbo = 20
fori=0,...

a; = (2i, 1)/ (pi, Api)
Ti+1 = Ti + O4P;
Tig1 = Ti — o Ap;
zig1 = M ri
Bi = (zit1,mi41)/ (2i,74)
Pit1 = zit1 + Bipi

end

Algorisme 6: Versié equivalent de I'algorisme dels gratberonjugats amb precondicionament simeétric
per una matriu precondicionadora simeétrica i definida vasit/.



Temab

Metodes per a valors i vectors propis

5.1 Introducci6

Donem tot seguit alguns resultats i definicions, molts g'etineguts. Designer una matriun x n.
Un parell(z, A) (z € R™, A € R) s'anomengarell (vector/valor) propide A quan:

Ax =z, x #0

El problema de determinar els parells propis d’'una matriungsroblema no lineal (tenim el producte
Az de les incognites), intrinsecament més complicat que redslb que hem vist fins ara. Tammateix,
sabem que les arrels deblinomi caracteristiade A, det(A — tI), sbn exactament els valors propis de
A i que els vectors propis es poden obtenir calculant el ng&cild- A1, on A és un dels valors propis
préviament calculats. Aquesta caracteritzacié ens peedatr 'equaciéAz — A\x = 0, z # 0 a resoldre
un polinomi per trobar els valors propis i, després, trobameclis d'una serie de matrius per trobar
els vectors propis. Aquesta caracteritzacid, junt ambteajde tot polinomi real té arrels complexes, ens
permet deduir que tota matriu real té valors i vectors propisplexosperd aquests no sén necessariament
reals, com ocorre, per exemple, amb la matriu

)

els valors propis de la qual san. Com que els polinomis de grau major o igual que 5 no sén reledu
directament deduim que no podem obtenir métodes directed palcul dels valors propis.

L'obtenci6é separada dels valors i vectors propis no solatsfactoria des del punt de vista numeric,
sobretot si aquest procediment es basa a calcular prévigghpolinomi caracteristic de la matriu. La
majoria dels métodes que proposarem estan basats en akrpsntipis:

e transformacions de semblanca,
e potencies de la matriu

Dues matriusd, B es diu que sosemblantsi existeix una matriwP regular tal queB = PAP~!. La
transformacicd — PAP~! s'anomendransformacié de semblangi matriuP. Les transformacions de
semblanca sén especialment apropiades per a tractar édqmablels parells propis, ja que dues matrius
semblants tenen els mateixos valors propisés un vector propi dé per al valor propi) si i només
si P~z és vector propi ded per al mateix valor propi. Una matrid s’anomenaliagonalitzablesi és
semblant a una diagonal. Es facil comprovar qué és diagonalitzabled = PDP~!, ambD diagonal

53
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i P regular aleshores els elements de la diagond) d@n els valors propis dé i les columnes dé® son
els vectors propis corresponents. Aquesta descomposicié

A=PDpP! (5.1)

s'anomenalescomposicié en valors propis
El quocient de Rayleighs defineix com
T Az

find 5.2
EE 6.2

Es tracta d’'una funcié continua & \ {0}, perque és quocient de continues, senselarsé el denomi-
nador. A més, si # 0 és un vector propi dé associat al valor propi, aleshores el quocient de Rayleigh
dezx és
=T Az B
(13

Com a consequencia d’aquest fet i de la continuitat del gnodie Rayleigh tenim que, g8iés aproxima-
ci6 d'un vector propi ded associat a\, aleshores el quocient de Rayleighadaproxima.

Suposem que la matrid n x n €s diagonalitzable i siguex, . .., A, els valors propis dd de manera
que

A

Al > [A2] = -0 = A,

ivy,...,u, elsvectors propis corresponents | 8i| > |\,| aleshores\; sTanomenavalor propi dominant
Presentem ehétode de la poténcieom I'algorisme 1.

Triar 20, |20y = 1
fori=1,...
p) = A1)
A1) — (LG=D)T ()
i (4)
= T
end

Algorisme 1: Métode de la poténcia. Hem omeés un criteri dagmbasat eA?),

Sota les hipotesis que; és dominant (0 = ajv; + -+ + apvn, aq # 0, els fets fonamentals
d’aquest algorisme son:

(1) — Aiz(0)
Lz T4 O

2. +2() — vector propi associat &

3. A\ és el quocient de Rayleigh d€&) (||z(~V |z = 1), ja queA® — X, (les aproximacions d’un
vector propi donen quocients de Rayleigh que sén aproxonadiel valor propi associat).

4. La convergéncia d’aquest métode és lineal, amb ratio oheecgencig s |/| A1 |.

Si |A1] = |)\o| aleshores la convergencia pot resultar extremadamerat lefgnar un métode poc
eficag. Tot seguit veiem modificacions per resoldre aquéstanestancia. La possibilitat que; = 0 es
pot considerar poc freqlient, sobretot si els calculs sérates.
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El métode de la poténcia inversansisteix a aplicar el métode de la poténcidd. Com a conse-
guéncia, aguest métode aproxima el valor propAdie menor valor absolut: si suposem
Al = Al = -0 = [An—a] > |An
aleshores els valors propis de! son:
AT S I < < VLT <AL

i A1 és valor propi dominant da—!.
Mostrem el métode de la poténcia inversa en I'algorisme 2n Hiegut en compte quer = A~z si
i només sip és solucio del sistemdp = =

Triar 2, |20y = 1

fori=1,...
trobarp(® solucié dedp® = 2(i—1)
AG=D) = (5(=D)Tp(0)

; (%)
) —
ERIE

end

Algorisme 2: Algorisme de la poténcia inversa. Hem omés itarcde parada basat exi?).

La variableAt~!) aproximas>- ja quesryy aproximal,. La velocitat de convergéncia §&— Aixi
doncs, la convegeéncia sera rapid@si_;| i |\,| estan ben separats.

Quant a la implementacio, adoneu-vos que sols cal fer larftzacio LU deA inicialment, per re-
soldre després els sistemds) = >(i-1) fent sols substitucions, la qual cosa té com a resultat un cos
computacional molt inferior.

Si apliguem el metode de la poténcia inversa a la matridu 1.1 aleshores obtindrem aproximacions

al valor propi); de A més a prop de@ (el qual correspon al valor propi — p més petit ded — pI).

5.2 Aplicacions

5.2.1 Sistemes d’ODEs

La soluci6 analitica de sistemes d’equacions diferentials amb coeficients constants es pot obtenir
utilitzant els valors i vectors propis de la matriu de coefits.
Siguenu; = u;(t) i = 1,...,n les funcions desconegudes i siga

uy(t) = arqur(t) + - - + arpun(t)

' (5.3
un (t) = aniur (t) + -+ + appun ()

U,Z(O) :Oéi,i: 1,...,TL

un problema de valors inicials donat per un sistema d’equadiliferencials lineals de primer ordre i amb
coeficients constants;; i pel coneixement dels valors inicial(0). Si anomenen la matriu formada
per aquests coeficients, aleshores el sistema anteriot esgaire abreviadament com a

u'(t) = Au(t), Ve, (5.4)
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entenent que la derivada d’'una funcié vectorial és la déade cadascuna de les seues components.

Suposem quel siga diagonalitzable i sigd = PDP~! una descomposicio6 tal que és diagonal, és
a dir, D té els valors propis dd en la diagonal i les columnes d&soén els vectors propis corresponents
a aquests valors propis. DenotdPm! = (g;;) i fem el canvi de variables(t) = P~1u(t), és a dir, la
funcié v; és una certa combinaci6 lineal de les funciens. . . , u,,:

vi(t) = ginur(t) + - - - + ginun(t), Vt. (5.5)
També tenim que
u(t) = Pu(t). (5.6)
Derivem I'equacio (5.5) respecte a la variable indepentent
v (t) = ginuy (8) + - - - + ginup (1), V.
Es a dir,
V' (t) = P71/ (1), vt
D’aci i de les relacions (5.4) i (5.6) obtenim:
v'(t) = P71 Au(t) = P~1APu(t) = Du(t). (5.7)
Com queD és diagonal, sianomenely = D(i, ), aleshores (5.7) s’escriu com:
vi(t) = Nivi(t). (5.8)

Cadascuna de les equacions del sistema (5.8) sols depénwditiable, aleshores es poden resoldre inde-
pendentment:

vit) = v;(0)e™", (5.9)
onv;(0) = g1u1(0) + - - + ginun (0) és conegut. D'aci i de (5.6):
u(t) = v1(0)eMipy + - + v, (0)eMp, (5.10)

és la solucio del problema de valors inicials (5.3)por= P(:,1).

El comportament asimptotic de la soluci6 del sistema éblestiRe(\;) < 0 Vi i inestable en cas
contrari:

Suposem que tenim ordenats els valors propid d& que

Re(A1) > -+ > Re(An).
Podem reescriure (5.10) com:
u(t) = et (w1 (0)p1 + - - - + v, (0)ePn A ) = Mityy(t)

Si prenem moduls als dos membres d’'aquesta relacio:

Jus(t)] = [ Jwi()] = e i (#)). (5.11)
D’altra banda)w; ()| és una quantitat fitada:

[wi (] < o1 (O)Ipa] + - + [ O] Ipin] < Jor(O)l[paa] + - + [0 (0)lpinl,  (5.12)

ja quelei—A)t| = ele(hi=A)t < 1. Deduim d’aci i de (5.11) que

O(estable SiRe(A\1) <0

thr?o u(t) = < oo(inestable  si Re(\1) > 0 (sempre quev(t) /4 0)
oscitlacié SiRe(M) =0
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Nota 5.1. Quan el sistema d’EDOs correspon al comportament dinamitadestructura (un edifici, un
pont, un avio, etc.) és crucial coneixer I'estabilitat detesma (és a dir, el signe de les parts reals dels
valors propis) ja que, en aguests casos, els sistemeshigsstn ben poc desitjables i els osaibris
poden ser molests!

5.3 Condicionament

El problema de la determinacié de valors propis multipleenés condicionat, tal com ens ho mostra
I'exemple segtient.
11
=l

Considerem la matriu
la qual té com a valor propi I'1 (doble), i la pertorbacié de

11

e 1|’
aleshores els valors propis sbs: /=, amb la qual cosa una petita variacio=den la matriu produeix una
variacid./z en els valors propis. La condicié de la determinaci6 d’atuaer propi és:

i sup valor propi{ A + AA) — valor propi A) > Tim Ve o
8_)OHAA||=€ HAAH e—0 €

En general, sh és un valor propi de multiplicitat: d’'una matriuA, aleshores hi ha pertorbacions de
A de grandaria que donen pertorbacions araproximadament de%, amb la qual cosa podem afirmar
gue la determinacié de valors propis mdultiples és un proaleral condicionat.

Lema 5.2. Si A és una matriu invertible JAA|| < ”A—L” aleshoresd + A A és invertible.

Proposici6 5.3.SigaA una matriu diagonalitzable = PDP~!, ambD diagonal. Si\ és un valor propi
de A + F aleshores existeix un valor propide A tal que|\ — u| < ||E||(P), onk(P) = || P||||P~!]| és
la condici6 respecte de la norfja|| = || - ||, p € [1, o0].

Prova. Si X és valor propi ded, podem prendre. = X i el resultat és clar en aquest cas. Suposem, per
tant, que\ no és valor propi ded. Com que\ és valor propi ded + E, aleshoresA + E — AI no és
invertible. Multiplicant perP i per P~1, tenim que la matriu

P Y A+E—-X)P=D- X+ P 'EP (5.13)

no és invertible. Com qu& no apareix en la diagonal de, la matriuD — AI és invertible. Aplicant a
(5.13) el lema 5.2 tenim que

1
— < ||PTLEP| < ||P7||E||P| = (P)|E|
oo < P EPISIPTNIENIP] = w(P)IE]
Com que
1
DAY =max(|pi — AN H= —M——,
It )7 = max(lps =AY = o
deduim que

min(|ps; = ) < £(P) 1B
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Aquest resultat ens suggereix que la condicié del calcslwdgbrs propis esta fitada per la condicié de
la matriu formada pels vectors propis; aixi doncs, com meigar la condicié d’aquesta matriu de vectors
propis menor sera la condicio del calcul dels valors propiRdnatriu. El cas extrem és quan la condicié
és 1. Aquest minim I'assoleixen, per exemple, matrius ortats (en el cas complex, hermitianes) quan
la norma és I'euclidiana. Com a conseqiiéncia, matrius delgpables per matrius ortogonals (o hermi-
tianes) donen problemes de valors propis perfectameniaondts, i per tant ideals des del punt de vista
numeéric. Aquestes matrius s'anomenen matniosnals Vegeu el problema 7 per a una caracteritzacié
d'aquestes matrius.

5.4 Matrius simetriques

La majoria dels algorismes i resultats que exposem en la tBatjuest tema sén valids per a matrius
simetriques i, amb modificacions convenients, per a matrusimetriques. Com que la simetria ens
permetra simplificacions importants, en la resta d'agu@satsuposarem que la matriués simeétrica i
donarem els algorismes i resultats sota aquesta suposicio.

Els problemes de valors propis amb matrius simetriqgues ssihaonvenients des del punt de vista
numeéric, per dues raons almenys:

1. Els seus valors i vectors propis son reals, aixi doncs hatititzar aritmética complexa, amb el
consequent estalvi de temps de computacié i memoria.

2. Tota matriu simétrica és diagonalitzable per matriusgmbals, de manera que és normal i, per tant,
la determinacié dels seus valors propis €s un problema beficionat.

Un altre motiu menys aparent és que podem construir ungdramecié de semblanca entre la matriu
A simétrica i una matriu tridiagonal, amb la qual cosa el mota dels valors i vectors propis general
gueda reduit a matrius tridiagonals. Aquesta reduccidifgigra un estalvi crucial en la majoria dels
procediments que segueixen, ja que permetra passar de lfesnteracions amb cost per iteracit{n?)
a fer la reducci6 inicial, amb un cost(n?), i després fer les iteracions que calguen amb un©g¢sy.
Podem trobar una transformacioé de Householgtal que

/
A21 A21
g0 al |- 0

Si designemB = H; A, com que la primera fila d&l no la modifica el producte pefi;, aleshores
B(1,:) = A(1,:) = A(:,1)T, per la qual cosa

M
o1
B(l, 1)H1 = A(l, 1)H1 = (HlA(Z, 1))T = . = [AH A/21 N 0]
0
Cal adonar-se que el producieH; sols modifica les columne ... n; per tant, no modifiquem els

zeros ja obtinguts en la primera columna. Esquematicarfatiencié de la matriu transformadé; AH;
(HI = H;) és la segiient:
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——
= (L1 “““““

HA HAH,
D zeros % sense modificarﬂmmm modificat

Si continuem aquest procediment de manera recursiva amtbfaadriu A; formada per les: — 1
Ultimes files i columnes déf; AH;, aleshores obtenim una matriu tridiagonal semblart. aEl cost
computacional d’aquest algorisme és aproximadameétnae(vegeu el problema 2).

5.5 Iteracio del quocient de Rayleigh

Laiteracid del quocient de Rayleigtiassembla al métode de la poténcia inversa aplicat a laumbtr 111
perque aproxima el valor propi démés a prop de. La diferéncia és que, en la iteracié del quocient de
Rayleigh,u varia d’'una iteracié a 'altra

Triar 20, 20, = 1, A0 = (20)T 4;0)
fori=1,...
trobarp® soluci6 de(A — A=V 1)pl) = (-1
@ = 29
O
A = (@) 4,0
end

Algorisme 3: Algorisme de la iteracié del quocient de RayteiHem omés un criteri de parada basat en
A,

No podem utilitzar la mateixa estratégia que en la potémsi@rsa de calcular sols la descomposicié
LU inicialment, ja que aci la matriu de coeficients(és— A~V 1), la qual varia d'iteracié en iteracio.
Per gliestions d'eficiéncia, és convenient gusiga tridiagonal per aplicar aquest métode, perqué aixi la
matriu (A — A=) és tridiagonal també, i el cost de la resolucié del sisten@(és.

La iteracié del quocient de Rayleigh té unes propietats deargéncia excdents:

1. Convergeix per a quasi tota aproximacié inicié) .

2. Laconvergéncia és clbica, és a dinél — X aleshores, perasuficientment gran\ — A(+1| =
O(|1A = ADP3)

La convergéncia cubica és extremadament rapida, ja quetingiana certa iteracié el nombre de
xifres exactes en® es triplica en cada iteracio!

5.6 Algorisme QR

L'algorisme Q R, com el seu nom indica, utilitza la descomposigié= QR, on (@ és ortogonal iR és
triangular superior, en una iteracié matricial qgue comerdsota condicions adequades) en una matriu
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diagonal semblant a la original i, per tant, amb els valoopisren la diagonal. L'algorisme 4 mostra la
versio basica, la qual és sorprenentment senzilla.

Ag=A

fori=0,...
A; = Q;R; (descomposicid@) R)
Aip1 = RQ;

end

Algorisme 4: Algorisme QR.

Com queQ? A,Q; = QTQ;R:Q; = R;Q; = A;i11, A; i A;11 sOn semblants. Inductivament justifi-
quem que

Qi AQ; = Q; Ao, = A, (5.14)

onQ;, = Qo...Q;_1, per tantA i A; sén semblants, amb matriu de p@s. Si designemR; =
R;_1... R, aleshores

A" = Q,R; (5.15)

és una descomposici@R de A’: sii = 1 el resultat és1 = Qy Ry, la qual cosa és certa. 8f = Q,R;,
aleshores, utilitzant la relacid;Q; = Q; 441 (j =0,...,7— 1), obtenim

AF = AA = AgQy ... Qi1 R;
= QoA1Q1...Qi-1Ri = =Qo...Qi1AR;
=...Q0...Qi-1QiR;R; = Q; | Ri1

5.6.1 Algorisme QR per a matrius tridiagonals

El cost computacional del calcul d’'una descomposicié QRa'mnatriu genérica x n ésO(n?), ja que,
si A és una matriw x n simetrica genérica aleshores el cost computacional deitesdeaio de I'algorisme
ésO(n?), la qual cosa suposa un cost prohibitiu si hem de fer mokesdtons. Tammateix si la matrii
és tridiagonal, aleshores el resultat segiient ens assggeirh és tridiagonal, per a qualsevolVeurem
també que la descomposicié QR d’una matriu simétrica gahal es pot fer e (n) operacions, ja que
el cost per iteracié pot reduir-sel¥n) quan la matriu és tridiagonal.

Lema 5.4. Si A és una matriu tridiagonal simetrica i invertibledi = QR és una descomposiciQ R
aleshoresA; = R(Q també és tridiagonal i simétrica.

Prova. Si A és invertible, aleshoreR també ho éskR~—! és triangular superior® = AR™'. Si apliquem
el problema3amiX; = A, Xo = R, 1y = —1,u; = 1,13 = 0, up = n — 1 obtenim que(i,j) = 0 si
j—i < —1. Sitornem a aplicar aquest problemda= RQ,ambX; = Qi Xo = Rly = —1,u1 =n—1,
lo =0, uy = n — 1, obtenim qued; (i,j) = 0sij —i < —1. D'altra bandad; = QT"QRQ = QT AQ,
doncsAT = QT ATQ = Ay, d’on deduim que també es verifiga (i, j) = 0sij —i > 1, és a dir,4; és
tridiagonal.

Per calcular la descomposidigk d’'una matriu tridiagonal és convenient utilitzar transfiacions de
Givens, ja que hi ha exactament una entrada ndeneth cada columna per sota la diagonal. Vegem com
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actua un pas d’'aquest algorisme per a una matsiu

a; X 0 0
A= b1 x x 0
0 X x X
0 0 x x

Per aconseguir un zero on@sutilitzem la transformacié de Givens

al 81 0 0
—81 ap 0 O . al AN by
G = on agj=——r—— i bj=—
00 10 NCET: NCET:
0 0 0 1
ap b 0 0] [ar b 0 0 x x x 0
Gi1A = =bir a1 0 Of |[=b1 a1 0 O _ 0 ap x O
0 0 1 0 0 0 1 0 0 b x x
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 x x

Indiguem ambx una nova entrada creada on hi havia un zero. Perlanliéntradab. utilitzem la trans-
formaci6 de Givens

1 0 0 0
0 a9 82 0 N as . ~ bg
Gy = ~ . on ay=-—— i by= —= .
2 0 —by as O 2 \/a%—l—b% 2 \/a%—kb%
0 0 0 1
x X *x 0
0 x X =«
ROA=1g o 4 x
0 0 bg X
La transformacié de Givens per anat I'entradabs és
1 0 0 0
01 0 O . as Lo bs
Gs = . - on 3= ——-— | by3=——.
0 0 a3 b Va3 + b2 Va2 + b2
0 0 —bs as
Deduim aleshores que
x x % 0
0 x x =«
G3GoG1A = 0 0 x x =R,
0 0 0 x
don A = (GTGTGT)R és una descomposici@R, ambQ = GT G GT.
x x % 0]fag —=b1 0 0]fL O 0 0][L 0 0 0 XX x
oo |0 x x x| b1 a 0 0|0 ag =62 0|0 1 0 0] |x x x
Al_RQ_OOXX0010052&2000&3—b3—0><><
0 06 0 x{[0O 0 O 1[0 0O O 1] |0 O b3 as 0 0 x

Com queA; és simétrica, aleshores les entrades marcades adi nulles.

En general, per a matriusx n aguest algorisme calcuta— 1 transformacions de Givens que s’apli-
quen tant per I'esquerra com per la dreta. Cada transfoént@ein cost computacional @&(1) operaci-
ons, per a una total d@(n) operacions.

X X % %
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5.6.2 Convergencia de la iteraci@)R per a matrius tridiagonals

Si|A1] > |A2| > -+ > |\n| sON els valors propis ordenats de major a menor valor abisialubatriu P
formada pels vectors propis corresponents satisfar{ue j,1 : j) és invertiblej = 1, ..., n, aleshores

1. AZ—>D:d|ag(>\1,,)\n),@Z—>P

2. per a suficientment gran

A1 (G + L)/ A+ L) = [N /Al i =1, on—1 (5.16)
[Aiv1(d:9) = Nl/1Ai(G, ) = Al = [N /Al G =1, n
La possibilitat que no es verifiqguen les hipotesis d’aquestiltat és molt baixa, especialment en
aritmética inexacta. Tammateix, si hi ha dos valors propib &alors absoluts molt similars, aleshores la
relacié (5.16) indica que la convergéncia sera extremadialmeta.

5.6.3 Deflacio

Si tenim una matriu simeétrica que es descompon d’aguestanaan

A= [f(l)l j} A1 =A1:m,1:m),As=A(m+1:n,m+1:n) (5.17)
2

i coneixem descomposicions en valors propiside A,:
PrAP, =D, PIAyP, =D,

amb P; ortogonals iD; diagonals { = 1, 2), aleshores

P o0]"[A4 0l[P 0] [Dy 0

0 P 0 A |0 P |0 Do’
Deduim que, si tenim una descomposicié de la matraom en (5.17), aleshores el problema de trobar els
valors i vectors propis es redueix a trobar els valors i veqioopis de dues matrius de dimensié inferior,
la qual cosa significa una simplificacié important.

Des d’'un punt de vista practic, una descomposicié com (%§7%ar que es done exactament. Sila
matriu A és tridiagonal, segons (5.16), el que sol passar en algenaaiid de I'algorisme QR és que

|Ai(m + 1,m)| = emachl| Al

Si substituim aquesta entrada per zero estem en la situagidifcadora que hem descrit abans. Des
del punt de vista numéric, I'error que cometem en aquest pae €ordrecmaci| A||, comparable al que
es produeix en els calculs en punt flotant i no ampliat perrdasformacions posterior perqué aquestes
sb6n ortogonals. Agquesta técnica s'anomdeéflacié L'algorisme 5 implementa recursivament aguesta
tecnicat

Vegem que la deflacié no influeix en la estabilitat cap enrgrdesignem la matriu resultant d’adat
Ai(m,m+1)i A;(m+ 1,m):

Ai(1:m,1:m) 0

A = 0 Aim+1:n,m+1:n)|’

1Adoneu-vos que la recursivitat es pot evitar de maneraivataent senzilla.
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la qual verificad; = A; + AA;, ||AA;]] = O(emac|A|) i calculem descomposicions en valors propis
dels blocs de la diagonal:

Ai(1:m,1:m)=ZD1ZF Aitm +1:n,m+1:n) = ZyDy ZT,

amb Z; matrius ortogonals D; matrius diagonalsi(= 1, 2), aleshores podem construir aproximadament
una descompoasicié en valors propisAle

A= =i+ o =a |7 )10 Dl T ) b asal

U D ur

Si anomenem\A = —Q,AA,Q, tenim quel|AA| = [|AA;| = O(emactl] All), perquéq; és ortogonal,

i A+AA= @ZDQT, de manera que calculem la descomposici6 en valors propigadhatriud + A A
que és una pertorbacio relativa dede I'ordre desnach €S a dir, que I'algorisme amb deflacio calcula la
descomposicié en valors propis ded’una manera estable cap enrere.

function[D, P] = qr(A)
Ay=A
P=1
fori=0,...
A; = Q;R; (descomposici@) R)
Aip1 = RiQi
P =PQ;
form=n—-1:-1:1
if |Ai+1(m + 1,m)| <e
Aipi(m+1,m)=A,11(mm+1)=0
[Dy, P1] = qr(A(l:m,1:m))
[Da, Py) = qr(A(m+1:n,m+1:n))

D = [Dy,0;0, D,]
P = P[P17070>P2]
return
end
end

end

Algorisme 5: Algorisme QR amb deflacié per a matrius tridizaje.

La utilitzacié de la deflacié permet treballar amb matriudiagonalsirreductibles és a dir, amb
matrius tridiagonals sense zeros en la subdiagonal (i diggemal, per simetria), és a dir

Al +1,i)#0 i=1,...,n—1.

La suposicié qued és irreductible permet resoldre el problema de la unicikataddescomposicié QR:
podem assegurar que la descomposicio QR és Unica sols qoeatria és invertible. El problema és que
no podem assegurar la invertibilitat de. Pero siA; és tridiagonal irreductible i no invertible, el que si
gue podem assegurar és que les primered columnes sén linealment independents, ja que la submatriu
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Ai(2:n,1:n—1)és(n—1) x (n—1)iés invertible, perqué és triangular superior i té la suipaliel
de A; com a diagonal, ja que rafg;,) =n — 1. Si

A; = QiR; (5.18)
és una descomposicié QR dg, aleshores, pel problema@;(:,1: n — 1) i R; sén unics iR;(n,:) = 0.
D’aci que

A1 = RiQ; = {R"(l n—1,9)Qi(:;1:n—1) *]

0 0|
Com queA; ;1 és simétrica, tenim que

Ao — [Ri(l n—1,9)Q;(:,1:n—1) 0}
i1 = 0 ol

ja que esta univocament determinada pgerperqué I'nic gue no és univocament determinat4eés
Q:(:,n) i aquest vector no apareix en (5.19).

(5.19)

5.7 Translacions

El resultat (5.16) sobre la convergéncia del métode QR elisamue aquesta convergéncia €s lenta si hi
ha dos valors propis amb valors absoluts semblants. Supmpserm d'aquests valors propis semblants és
Aj. Sip €s una bona aproximacio)g, aleshores el menor valor propi de— ;I sera\; — . (els valors
propis deA — ul sén\ — i, on X\ és valors propi del). Si el segon menor valor propi de— ul és\; — i
aleshores? = (\; — p)/ (N — i) < 1 és petit, si suposem queés molt millor aproximacié a; que a
cap altre valor propi. En definitiva, si apliguem la iteraQR aB = A — uI tindrem que

|Bi(n,n) — (\; — w)| = O(R")  |Bi(n,n —1)| = O(R').

Es a dir,
Bi(n,n)+p—A; Bin,n—1)—0 i— o0

molt rapidament. Es pot comprovar que la iteracié segiient:

Ai — pl = QiR;,

A1 = RiQ; + pl (5-20)

és equivalent a aplicar la iteracio QRBa= A — I i després sumar als valors propis obtinguts. Deduim,
doncs, que la convergencia\@aquesta iteracio sera molt més rapida en aquesta iteragiérel metode
original. La técnica d'utilitzar aquest desplacamentsideA — pI s'Tanomendraslacio (shift)

La questio fonamental és com triartal quep ~ A;, sense coneixex;. Suposem que la iteracio QR
ha arribat a un moment en que la matduté I'elementA;(n,n — 1) = ¢ petit. Triemy = A;(n,n) i
sigaC la matriu resultant d’andar les entradeén,n — 1) i (n — 1,n) de 4;, ||[C — A;||2 = . Com que
1 €s valor propi d&' i C' és una pertorbacio dé;, aleshores la proposicio 5.3 ens asseguraAjué un
valor propi\ (com queA i A; son semblants, també és valor propidletal que|\ — u| < e (la matriu
que diagonalitzal; és ortogonal, en set; simétrica, per tant té condicié 1). En definitiya= A;(n,n)
és una bona aproximacié d'un valor propi dgprobablement el més petit) quah(n,n — 1) és petit.
Aquesta reflexié ens permet formular I'algorisme 6, el quailsisteix en la iteracié (5.20), en la qual
varia d'una iteracio a l'altray; = A;(n,n).

Hi ha altres possibles tries de translacions, perd per dunaimétriques la que hem presentat aci és
molt satisfactoria.
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function[D, P] = qr(A)
Ag=A
P=1
fori=0,...
pi = Ai(n,n)
A; — ;I = Q; R; (descomposicid@) R)
Aip1 = RiQi + il
P = PQ;
end

Algorisme 6: Algorisme QR amb translacions per a matriusagonals.

Analogament a (5.14) es pot comprovar que A; son semblants amb matriu de pas
Qi=Qo... Qi1 (5.21)
També, analogament a (5.15), es pot provar que
(A= pol) ... (A~ pial) = Q;R;, (5.22)

onR; = R;_1 ... Ry. Es pot comprovar que la iteracié plantejada en l'algori$nesta relacionada amb
la iteracié del quocient de Rayleigh (vegeu el problema &)vdlocitat de convergéncia dg(n,n) a un
valor propi (probablement el menor, encara que ara no teainanges de I'ordre) és cubica. Si combi-
nem aquest algorisme amb deflacié, obtindrem un métodenexti@ment rapid, el qual implementem en
I'algorisme 7.

5.8 Problemes
Problema 1. En el context de la iteracié de Rayleigh, si denotem
Y@ = (A=A (A= A1) (5.23)
demostreu que® = y® /||y ||,.
Problema 2.

1. Escriviu en matlab I'algorisme de reduccié d’'una matimetrica a tridiagonal utilitzant transfor-
macions de Householdefruncti on [ D, P]=tri di ag( A

2. Comproveu que el nombre d'operacions requerides persagigorisme és aproximadament de
8,3

gn .
Problema 3. Sigal, < ur k = 1,2 sencers iX; i Xy matriusn x n tal queXy(i,7) =0sij—i <[ 0
j—i>ugk=1,2. AleshoresX; Xs(i,5) =0sSij—i <l +120j —i> uj + us.
El que ens indica aquest problema és:

la suma de les amplaries de banda inferiors (respectivarsaperiors) dels factors déna
I'amplaria de banda inferior (respectivament, superiet)ptoducte.
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function[D, P] = qr(A)

[T, P] = tridiag(A) % PT AP = T tridiagonal, P ortogonal

Ag=T
fori=0,...
pi = Ay(n,n)

A; — il = Q; R; (descomposici@) R)
Aip1 = RiQi + il
P =PQ;
form=n—-1:-1:1
if |[Aipi(m+1,m)| <e
Ai+1(m + l,m) =0
A,-+1(m,m + 1) =0
[D1, P1] = qr(A(1 : m,1:m))
[Dy, Pl =qr(A(m+1:n,m+1:n))
D = [Dy,0;0, Ds]
P = P[P,,0;0, Py]
return
end
end
end

Algorisme 7: Algorisme QR practic per resoldre problemesalers i vectors propis per a matrius sime-
triques.

Problema 4. Si A és una matriun xn amb rangA) = ni Q1 R; = Q2Re = A sén dues descomposicions
OR de A, amb les columnes de les matritis x n (); ortonormals QiTQi = I,) i amb R; triangular
superior amb entrades positives en la diagohal (, 2), aleshore$); = Q2 i Ry = Ra.

Problema 5. SigaQ, la matriu donada en (5.21), obtinguda en I'algorisme 6. Dstrea que
Q.(:,n) = £z,

on z(" s’obté amb la iteracié del quocient de Rayleigh artth = e,,.
Pista:

1. demostreu, a partir de (5.22) i la simetriadleque
(A= piaD)™ (A= o) = QR;
i, d'aci, que ‘ '
:I:Qi(:ﬂ n) = g(l)/”g(l) ”27 (5.24)
on '
9D = (A= pio D)7V (A= o) e

2. utilitzeu induccié sobréper obtenir a partir del problema 1 (5.24) que= A i, d"aci, (9 = y®
de (5.23).
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Problema 6. Demostreu per induccié sobre la dimensié de la matriamb entrades complexes que
existeixen una matriu unitari i una matriu triangular superior complefatals que

A= PTP* (5.25)

on la conjugada transposada B = P~!, perqué és unitaria. La descomposicié (5.25) s'anomena
descomposicié de Schule A i és la base dels algorismes per al calcul de vectors i valagigpen
matrius no simeétriques, perqué es pot obtenir a partiidemb transformacions unitaries (ortogonals
complexes).

Problema 7. Demostreu que una matriu completaés normal sii només si*A = AA*.

Pista: la implicacié complicada és que A = AA* déna qued és normal, és a dir, que existeixen
una matriu unitariaP i una matriu diagonabD tals queA = PDP*. Per provar aix0, utilitzeu I'exercici
6 per concloure quél = PTP* i que, per hipotesi]’ i T* commuten. Demostreu després qu& ss
triangular superior 7*T = TT* aleshored" és diagonal.



Tema 6

La descomposicié SVD

6.1 Existenciaiinterpretacié geometrica de la SVD

Les matrius simétriques es poden caracteritzar com lesunaitogonalment semblants a matrius diago-
nals, ja que les transformacions lineals amb aquest tipusatieu actuen d’'una manera molt senzilla en
algun sistema ortonormal. Concretamentdsds simeétrica, aleshores existeixen una matriu ortogBnal
(formada per vectors propis) i una matriu diagobalamb els valors propis corresponents en la diagonal)
tal que

D =PTAP. (6.1)

Siz és un vector que té coordenades, . .., x,,) en la base ortonormdlP(:, 1), ..., P(:,n)}, aleshores

I
r=x1P(,1)+...2,P(:,n) =P

Tn
d’on deduim que I'acci6 dd sobrex, y = Ax té coordenades en la base anterior:

a1 1 D(1, 1)z,
Ply=pPTAz=PTAP | : | =D|: | = :

T Ty D(n,n)xy,

Es a dir, la transformaci6 lineal que té matduen la base canonica actua en la base ortonofrRéd
,1),...,P(:,n)} allargant o escurcant les coordenades dels vectors entadpase. Tenir una descripcio
d’aquest tipus ens permet simplificar molts problemes quaucren la matriuA.

Amb molta probabilitat el resultat analeg per a matrius ggeeno simétriques i fins i tot no quadra-
des, no ens resulta familiar. &i és una matriun x n, el resultat conegut més a prop de (6.1) és que
existeixenpP, () regulars tal que

I, 0
PAQ = [0 0} ) (6.2)
Aquest resultat no sol ser d'utilitat numeérica, perquegbaisme per obtenir (6.2) no és estable cap enrere,
pergué no sén ortogonals les transformacions que déhie. La novetat que aporta @escomposicié
en valors singulargsingular value decomposition, SYBs queP i (Q es poden triar ortogonals (pero els
elements de la diagonal ja no seran uns), amb la qual cosabigst cap endarrere d’algorismes basats
en aquesta descomposicio esta garantida.

68
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Teorema 6.1. Siga A una matrium x n, aleshores existeixen matrius ortogondlsn x mi V n x n i
una matriu diagonall m x n amb elements no negatius tal que

A=UxvT. (6.3)

Prova. La SVD d'una matriuA m x n es pot obtenir a partir d'una descomposicié en valors i yecto
propis de la matriu simétricad” A: si V és una matriu ortogonal amb vectors propis en les columnes,
aleshores:

VITATAV = D =diag(\1, ..., M\, 0,...,0),A >0 (6.4)

onr = rang AT A) = rang A). Si anomenenX = AV, aleshores (6.4) queda com

XTX =diag\i,..., A, 0,...,0), (6.5)
la que les primeres columnes d& sén ortogonals amb normg); i lesn — r Gltimes sé6n 0. Si dividim
les columnesd, ..., r per la seua norm@’\;, aleshores obtenim una matiiy tal queU] U; = I, i tal
que
X = [Uhdiag(\/ A1, ...,V Ar) 0] 0 matriu de zeros x (n — 7). (6.6)

Si U és una matriu ortogonal tal quié = [U; #] i designem® = diag(v/A1, ..., v\, 0,...,0) matriu
diagonalm x n, aleshores

U = U7 #] diag(\”_;)“"\“—’“) 8] — [thdiag/ /) 0] = X,

ja que podem formar una SVD dE&

AV =X =Ux = A=UxV". (6.7)
Exemple 6.2. Considerem la matriu
4 4
=l
i calculem, segons la demostracié anterior, una SVDRide
T, |17 15
ATA= [15 17

Aleshores els valors propis s@n32, la matriuX: és

2 2]

i la matriu ortogonal formada pels vectors propis d&’ A és

"= [gg —\/55//22] '

Per calculatV, calculem primer

x-av- 2 0

0 V2
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Si dividim la primera columna d& per+/32 i la segona pex/2, tenim

1 0
7= 1]
Aleshores es comprova que
osyT - [1 0 V32 0 [v2/2 v2/2] [4 4 A
S0 1o V2l |V2/2 —v2/2] |1 —1]
Exemple 6.3. Considerem la matriu
3 6
A=12 4
4 8

i calculem, segons la demostracié anterior, una SVDBide

. [29 59
ATA= {58 116}

Aleshores els valors propis sén5, 0, la matriuX és

47

i la matriu ortogonal’ formada pels vectors propis d€ A és

=%k

Per calculatV, calculem primer

1 15 0
X=AV=—110 0
V5 20 0
Si dividim la primera columna d& per+/145, tenim
1 15 1 15

YT B 145 ol V29 |9

SiU és una matriu tal qu& = [U,x*],aleshores es comprova que

UxvT =

[IENE \CRUV)

6
41 =A
8

Aquesta descomposicié és uthescomposicio en valors singulate A (no és Unica). Els elements de
la diagonal de& s’anomenen elgalors singularsde A. Utilitzarem com a notacié

U:[ul um]
V:[’Ul Un]
¥ =diag(o1,...,00,...,0) 01 >02>-->0,>0
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onr és el rang del (vegeu I'exercici 1 per justificar que es pot escriure aixi).
Com que la SVD es pot escriure també com

AV =USVTV =Ux
aleshores la interpretacié vectorial de la SVD és

AUZ':O'Z"U,Z', izl,...,T
Av;=0, i=r+1,...,n

Podem deduir d'aci qu& (A) = (vyy1,...,0,) TIMA = (uq, ..., u,).

El resultat anterior ens permet construir una SVDAla partir d’'una descomposicio dé’ A amb
valors i vectors propis. Reciprocament, una SVDAdpermet obtenir una descomposicio 46 A amb
valors i vectors propis:

AAT = ux(vIV)TuT = usxTut =ubpuT = D =UT(AAT, (6.8)

onD = ¥x7 és una matriu diagonal ani®(i, i) = ¢2. Deduim d’aquesta equivaléncia que un algorisme
directe per obtenir la SVD d’'una matrid donaria un algorisme directe per obtenir els valors i vector
propis deAA”, la qual cosa no és possible. Tammateix, aquesta relaci estvalors singulars dé i

els valors propis delA” ens permetra obtenir algorismes per a la SVD a partir d’@gas per a valors
propis. En el tema segiient veurem que hi ha algorismes estatdcessariament iteratius, per a calcular
la SVD.

Una altra propietat fonamental de la SVD és la caracteiizde la condicié de la matriu en funcio
dels valors singulars. Sabem que la condici6 (en la normlaéeura) d’'una matriu invertiblel ésx(A) =
|A[l2]|| A~ {|2. Pel problema 2 Alz = o1. Pel problema 3 A~'||; = ==, doncs

r(A) = 2L, (6.9)
On
Deduim d’aci que una matriu invertible és mal condicion&daa(dirs(A) és gran) siinomes si > o,,.
El cas extrem es d6na quan = 0, és a dir, quan la matriu és no invertible, i en aquest casfewxde
k(A) = co. Vegeu la seccid 6.3 per a una interpretacié geomeétrica detomdicionament de la matriu.
El fet anterior també es pot observar si intentem resoldsssédmaAdx = b, on A és quadrada i
invertible, utilitzant la descomposicié SVD. En efectencd = UxXVT onoy > ...> o, > 0, tenim
" ulb
z=ATb=VETUTh=> Loy,
=1 7k

Aixi, si o,, és petit, petites variacions de A ens donaran grans variaciongd’

Quan la matriu no és quadrada (i per tant no invertible) esdpfihir la seua condicié a partir de
(6.9), comk(A) = quocient del major entre el menor valor singular. Si aquish @&s zero, aleshores
k(A) = oo.

6.2 Aplicacions

6.2.1 Aproximacié per matrius de rang petit

La SVD serveix per a aproximar optimament matrius per alleesang petit, tal com estableix el segtient
teorema.
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Teorema 6.4.SigaA = UXV7T una SVD amb els valors singulars ordenats de major a mensigroEm
Ay =U(1: k)21 :k1:k)V(,1:k)T, k=1,... rang A). Aleshores

1. rand Ay) = k.

2. =||A—-—A = i A — Blls.
Opt1 = || kll2 ranlg(lg)l:k\\ ll2

Prova. La matriuA;, es pot expressar alternativament com

01

Ok

A, =USVT, 2, = (6.10)

0

Com que el rang es conserva en fer productes per matriusiiobesy tenim que rangly) = rang>;) =
k,jaquesy > --- >0 > - >0, > 0.
De la SVD deA i de la relacio (6.10) obtenim

A-—A,=UE - )V =Uus,vT, %) = , (6.11)
Ok+1

donchE;CVT = A — A; ésuna SVD del — Ay, doncs, pel problema 2A — Ax||2 = ox+1, €l major
element de la diagonal d€,.. Deduim que
i A—-DBl|2 < .
in | l2 < okp1
Per acabar, caldra demostrar qué— B||2 > o1 per a qualsevol matril8 amb rangB) = k. Consi-
derem els subespa{®) generats per les columnes Ba N(B) = {x € R": Bx = 0}. Per la definicié
del rang d’'una matriu, difB) = k, i, comn = dim(B) + dimN(B), aleshores diV(B) = n — k.
D’altra banda, sigdV/ (:,1 : k + 1)) el subespai generat per les columned/de 1 : k + 1), com que
aquestes son linealment independents, pefqés invertible, tenim que ditW (:,1 : £k + 1)) = k + 1.
Utilitzem ara la relacio6 entre les dimensions de la sumarntierseccié de subespais per obtenir;

dim(N(B) N (V(:,1:k+1)))
=dimN(B) +dim(V(:,1: k+ 1)) —dim(N(B) + (V(:,1 : k+1)))
>n—k+k+1—-n=1

Per tant podem triax € N(B) N (V(;,1 : k+ 1)) # 0, ||z]]2 = 1. Comz € (V(;,1 : k + 1)),

T = Efjll x;v;, onv; designa la column&ésima del’. Com que els vectors; pertanyen a una base

ortonormal,|[z]lz = /S5t 22, Amés amésdz = S5 a Av; = S5 oya4u4, doncs, perque;

pertany a una base ortonormati, 1 < oy, i =1,...,k,

[Azlls =
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Tenint en compte tot aix0 i quBxz = 0, calculem
(A= B)zllz = [[Az2 = o)1

Com que||z|2 = 1, tenim quel|A — Bll2 > op1.
Aguest resultat indica qué;, és la millor aproximacié & entre les matrius de rarigi que Sioy1
és petit en comparacié amay = || A||2, aquesta és una bona aproximacio.

Como, = g(%l)in ||A — B||2. tenim que sio,, és petit, A esta molt prop de les matrius no
ran =n—1

invertibles. Aixi doncs, petites pertorbacions poden piooholta inestabilitat.

El resultat també pot ser utilitzar per “comprimir” matrid®er obtenir una matrid m x n necessitem
mn nombres. En canvi, per obtenit, = U(:,1 : k)X(1 : k,1 : k)V(;,1 : k)T sols necessitem
Y1k, 1:k)V(1:k)TiUG1: k) (i multiplicar-les), és a dirgm +n)k nombres. Sk < min(m,n),
aleshoregm + n)k < mn. Si, amés a mésy,, /o1 €s petit, aleshores hem aproximat la mattignn
nombres) per;, ((m + n)k nombres) amb un error relatjd — Ax||2/||All2 = ok+1/01 petit.

Exemple 6.5. Suposem quel ¢ R10000x10000 g5 densa. Aleshores, calcular el producte matriu-vector
Az és computacionalment cair9® multiplicacions.
Pero siA té com a valors singulars:

g1 = 100,02 :35,03 = 10,04 =2

i o < 0.001 per ak > 5, aleshores I'aproximant de rang 4 és

4
Ay = Z UZ"LLZ"UZ-T.
i=1
Aleshores, si fem
b= Ayz = 100(v] z)uy + 35(vd x)ug + 10(vd z)uz + 2(v] z)uy

tenim
[Az — b < [|A — A4|/[|z| < 0.001]||

amb la qual cosa obtenim una aproximacid:aamb un error relatiu menor que001 en4 x 10* multi-
plicacions.

6.2.2 Analisi de components principals

Suposem que, ..., x, SOn variables aleatoriesX €s una matriun x n tal que les seues files estan
formades per mostres de cada variable Es defineix lamatriu de covarianciade X com la matriu
C = conv(X) tal que

Clir) = — S (X (ki) = XO)(X (k) - X())
k=1
Y(Z)Z%ZX(]{/)?Z)? i?j:]‘?"'?n?
k=1

1
m
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Lavarianciade la mostra de; és eli-esim element de la diagonal d&

L1 & N a2
C(Z,Z) - m — 1 :l(X(kaz) X(Z)) :
Noteu que podem expressar:
1 ~T~
C=——XTX
m—1
1 1,
X=X-|:|[X1) Xm]=Xx-|:|—[1 1] X =
1 1
1
(=~ || [ 1x
m m :
1
Fr

ja que la matriuC' és simétrica i semidefinida positiva.
La matriu de correlacides defineix com la matri tal que

Cli)
VCG0/CU.J)

Noteu queR(i,i) = 1iqueR(i, j) €s lacorrelaciéentrex; i z; deduida de la mostrd.

L’analisi de components principatonsisteix a trobar altres variables aleatogigs . . , y,, relaciona-
des amhbxy, . . . , 2, mitjangant un canvi de base ortonormal, tal que la matriogtartancia siga diagonal,
és a dir, tal que les noves variablgginguen correlacié ndl entre elles.

Si formem la matriuP (a determinar) a partir dels coeficients de les combinadioesals dey; en
funcio delsz;:

ylzp(l,l)ﬂj‘l—l-"'—l—P(n,l)fL'n

la matriu de mostres que deduim &#e d’aquestes combinacions lineals és

Y(i,1) = P(1,1)X(i,1) + - - + P(n,1)X (i, n)

Y(i,n) = P(1,n)X(i,1) +--- + P(n,n)X(i,n)

la qual es pot expressar cdim= X P. La matriu de covariancia dg és

con(Y) = ﬁ(me)T(me) _ ﬁ(FmXP)T(FmXP) -
1

— lPTXTFgFmXP = PTcov(X)P.
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Si cov(Y) té ha de ser diagonal, aleshores les covariancies (els mefeme la diagonal deov(Y')) han
de ser els valors propis @ev(X ) i les columnes dé> han de ser els vectors propis associats. Es dedueix
d’aci i de la demostracié del teorema 6.1 qués la matriu dels vectors singulars de la makiu= F,, X
i que s’hauria de calcular a partir d’aquesta i no a particadé X ).

La utilitat d’aquesta analisi sol ser la detecciardéundanciaen les dades. Per exemple, si, com a cas
extrem, tenim qué’ (:,4)TY (:,i) = cov(Y)(i,i) = 0,1 Y (k,i) = Y (k, i) — Y (i), aleshores

Y(:,i) =0= Y (ki)=Y (i) Vk,

P, )X (k1) + -+ P(n,i)X(k,n) = Y(k,i) =Y (i) = P(1,i))X(1) + - -+ + P(n,i) X (n) =
P(1,d) (X (k,1) — X(1)) + -+ + P(n,i)(X (k,n) — X(n)) =0 Vk,

és a dir, la combinacio lineal
P(Li)(z1 — X(1)) + -+ + P(n,i)(z, — X(n))
déna un mostreig 0, per la qual cosa podem eliminar una datebles, expressant-la com a combinacio
lineal de les altres.
6.2.3 Sistemes lineals

Si Az = b és un sistema lineal amb matriux ni A = ULVT és una SVD, aleshores podem obtenir un
sistema “equivalent” senzill de resoldre utilitzant adaetescomposicio:

UTAV (VIg)=UTh= YT =0 (6.12)
T b

onz = VTz designa les coordenades den la base ortonormal (formada per les columnesiapgr i
b= UTb les coordenades deen la base ortonormél. Sir = rang A) aleshores el sistema (6.12) es pot
escriure com

0171 = 51
OrXy = Er
; (6.13)
0= br+1
0=by

Deduim que si- < m i b; # 0,7 + 1 < j < m aleshores el sistema és incompatible. Tractarem aquest
cas en la seccio segiient.
Suposem que el sistema és compatible, és &;dit 0 j = r + 1,...,m. Obtenim de (6.13) que
T; = b;/o; i =1,...,rique no hi ha cap relacié que lligue @lg i = r + 1,...,n. Com que la soluci6
del sistema original la déna= V'Z (per (6.12) tenim que la solucio és

b b
T = _1U1+”'+_TUT+>\T+1U7'+1+”'+/\TL,U7L7
g1 Or
onA,41,...,A, SON parametres. Deduim també que la soluci6 del sistemademindz = 0 (el nucli de

A) és el subespai generat pgr 1, . .., vy,.
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6.2.4 Minims quadrats

Quan un sistema lineah x n Az = b no té solucié, el millor que es pot fer per “resoldre’l” éshiao
el vectorz que estiga més a prop de verificar tesequacions, és a dir, fer el residuat Az el menor
possible. Quan la mesura aplicada al residual és la normaliei@s planteja el problema daeinims
quadrats trobarz, tal que

b~ Az.[l> = min [|b — Az] (6.14)

El problema de minims quadrats és equivalent &tpgcions normals
AT Az = AT, (6.15)

Sirang A) = n, és a dir, les columnes dé son linealment independents, aleshores (digl) = n,

la matriu AT A és invertible i les equacions normals tenen solucié Gnicgup també té solucié Gnica el
problema dels minims quadrats. Si réAg < n la matriu s'anomendefectiva aleshores hi ha mdltiples
solucions de les equacions normals i, per tant, del probtiamainims quadrats. Tractarem aquest cas en
la seccio segient.

A banda d’exigir més operacions que els algorismes usuaés) @ matriu és prop de ser defectiva
(mal condicionada) resoldre el problema de minims quadnifancant les equacions normals no és el
meétode adequat des d’'un punt de vista numéric. Els algosismeals per a resoldre el problema del
minims quadrats utilitzen transformacions ortogonals lgals preserven la norma euclidiana) per reduir
el problema original a un altre equivalent de resolucidalae Molts d’aquests algorismes estan basats
en la descomposicidl = QR, @ ortogonal, R triangular superior, la qual existeix quan la matriu no
és defectiva, encara que es poden aplicar tecniques datgeqter columnes per resoldre la deficiéncia
de rang. No entrarem en aquests detalls, perqué la SVD emepen algorisme alternatiu per resoldre
problemes de minims quadrats amb qualsevol tipus de matriu.

6.2.5 Solucié de problemes de minims quadrats per SVD

Considerem el problema de minims quadrats (6.14) i una B ULV ”. Designem les coordenades
d’un vector genéria: en la base ortonormaf perz = V' z i les coordenades deen la base ortonormal
U perb = UTb. Aleshores, utilitzant aquesta notaci6 i que el productevprius ortogonals preserva la
norma euclidiana, obtenim

|Az — b2 = |USVT2 — UUTD) || = |[UEVTz — UTD)|; = |2 — 0|2 (6.16)

Per tant
min || Az — b||o = min ||XT — |2 (6.17)

amb les solucions dels dos problemes relacionades eV’ z.

Consequientment, hem passat d’un problema de minims gsiasinét una matriu general a un proble-
ma de minims quadrats amb una matriu diagonal, el qual éal e resoldre, tal com veurem tot seguit.
Sigar = rang(A4) i introduim la notacio

S =%1:rl:r)

T =T(1:7)

T =T(r+1:n) (6.18)
b =0b(1:7)

52:5(7"—1—1:1%)
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aleshores )
0
== 4
i, per tant,
_ =12 Eljl 51 2 Elfl —51 2 1—1 =12 7212
57 =Bl =11 = " | = || B=1|" "2 " [B=I= =03+ 073 (619)
Deduim que

. — T2 72,2
mmeEw = bllz = [[o7[I2,
amb igualtat si i només §5'z! —5' ||, = 0, és a dir, si i només §i'z = b, la qual cosa és equivalent a
Eizgi/ai,izl,...,r. (6.20)

Tal com hem deduit en (6.16), el conjunt de solucions dellpnod original é9/7 tal quez és solucié
del problema (6.17), és a dir, tal gieverifica (6.20). Deduim que la solucié del problema de minims
guadrats original és

by b
T=—v 4+ F =V A 1VUpp1 + -+ ApUp, (6.21)
o1 oy
onb=UTbiN41,...,\, SON parametres, els quals no apareixen=in, és a dir, la solucié és Unica

guan el rang de la matriu és el maxim possible (matriu no theégc

Quan la matriu és defectiva, se solen imposar condiciongiaddls per triar una solucié adequada
entre les de la relacio (6.21). Habitualment es demana gsell&ié tinga la menor norma euclidiana
possible. Com qu& és una matriu ortogonal, es dedueix que la norma de (6.21) és

b\’ b\
ol = () +et () 4 Akt

T

i és minima quan\,.,; = --- = \,, = 0, és a dir, la soluci6 del problema de minims quadrats ambaorm
minima és _ _
bl br
T=—v1+ + —0. (6.22)
o1 Or

6.3 Interpretacio geomeétrica

Suposem que la matrid no és defectiva. En particular, tenim que> n. La interpretacié geométrica de
la SVD és que la matriul transforma la bola unitat €R™ en un hiperelipsoide enR™, contingut en el
subespai lineal generat pey, . .., u,, n = rang A). El semieixi-ésim , té longitudr;, esta en la direccio
deu; i és la imatge de; per A. Vegem-ho. L'equacio d’'un hiperépsoide amb semieixos en la direcci6
u;ilongitudo;, i =1,...,n és

_ 2 —_ 2
(ﬂ) +...+<h> g, =0i=nt1,....m (6.23)

o1

ony = UTy € R™ s6n les coordenades del vector gengric R™ en la basd/. El que volem veure
és quey = Ax esta en I'hiperelipsoide d’equacions (6.23) $iz||lo = 1. Tenint en compte la SVD
A=UxVT tenim que

g=UT Az =xVTe =z, 2 =V"1. (6.24)
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D’aquesta relacié obtenim
yi:f,ﬂi,i:1,...,n,§i:Oi:n—|—l,...,m. (625)
Substituint aquestes relacions en (6.23) obtenim
01T 2 02T, 2
<L> _|_..._|_< 2 ">
01 Onp,
= @) + -+ (Tn)? (6.26)

=|[zllz = [V 2llz = |lzllz = 1,

@ZZO,Z:n—i-l,,m

La figura 6.1 mostra aquest fet pel ecas=n = 2.

Figura 6.1: Interpretacié geométrica de la SVD.

Utilitzant les intuicions exposades abans, les figures&3,6.4 donen interpretacions geometriques
de la resoluci6 de sistemes lineals, del bon condicionahestsistemes i del mal condicionament dels
sistemes. Adoneu-vos que per I'equacié (6.9) una matriudoeicionada correspon a unliglsoide
guasi circular i una matriu mal condicionada a utipdoide molt estirat.

Figura 6.2: Interpretacié geomeétrica de la resoluci6é diemies a partir de la SVD: el mateix factor
A que s’aplica per obtenib; = \b sobre I'ellipsoide s'aplica després de calcular'b; per obtenir
A7 = AA"1b,.
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Figura 6.3: Interpretacio geométrica del bon condiciormanae la resolucié de sistemes a partir de la
SVD.

Figura 6.4: Interpretacio geométrica del mal condicionatiniie la resolucié de sistemes a partir de la
SVD.

6.4 Algorisme QR per al calcul de la SVD

De la mateixa manera que ocorre amb les equacions normaslpeionar problemes de minims quadrats,
en el calcul de la SVD no és convenient calculdrA, ja que pot suposar una pérdua de precisio fatal i
augmentar la condicié del problema. L'algorisme que preseraplica implicitament I'algorisme QR a
AT A, pero sense formar-la.

El primer pas és reduir la matrid a bidiagonal (superior) mitjancant transformacions art@gs.
L'algorisme és semblant al de la transformacié d’'una maidirieétrica en tridiagonal per a posteriorment
aplicar metodes per calcular valors/vectors propis. Lerdifcia fonamental és que aci tenim un poc més
de llibertat, ja que les transformacions per I'esquerraisdapendents de les de la dreta. Aquest fet és el
que permet reduir la matriu a sols dues diagonals (per quecdenp reduir-la a una?).

Sempre podem suposar que> n a I’hora de calcular la SVD d’'una matriu x n (vegeu el problema
3 del tema 6). Mostrem com funciona aquest algorisme per enatidu 5 x 4. Esquematicament, la matriu
és

'S

I
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X



6.4. ALGORISME QR PER AL CALCUL DE LA SVD 80

1. Calculem una matriu de Householdéy que actua sobre les entradds: 5,1 : 4) i anulla les
entradeg?2 : 5,1):

UiA =

o O o o X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

2. Calculem una matriu de Householdér que actua sobre les entradds: 5,2 : 4) i anulla les
entradeg1,3 : 4)

x x 0 0
0 x x x
UiAVi = |0 x x x
0 X X X
0 x x x

Adoneu-vos que, en no actuar sobre la columna 1, els zeroseguits en el pas anterior no es
modifiquen.

3. Calculem una matriu de Householdér que actua sobre les entrad@s: 5,2 : 4) i anulla les
entradeg3 : 5,2):

UU1 AV =

o O O o X
O O O X X
X X X X O
X X X X ©

4. Calculem una matriu de Householdér que actua sobre les entrad@s: 5,3 : 4) i anulla les
entradeg2,4):

UU1 AVI V=

O O O o X
O O O X X
X X X X O
X X X © O

5. Calculem una matriu de Householdés que actua sobre les entrad@s: 5,3 : 4) i anulla les
entradeg4 : 5, 3):

UsU U1 AV Vy =

S O O O X
o O O X X
S O X X O
X X X © o

6. Calculem una matriu de Householdérque actua sobre les entradds 5, 4) i anulla les entrades
(5,4):
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UsUU AV V, =

o O o o X
O O O X X
S O X X O
o X X © o

A partir d’aquest algorisme obtenim matrius ortogongls Y; m x min x n i una matriu bidiagonal
superiorB n x n tal que

xar, = [7]

SiB = UZVT és una SVD de& aleshores tenim la SVD dé:

_TU 0 E—TT
A=X] [0 ooy

—_—— VT
U b

Per tant, a I'hora de calcular la SVD podem suposar que launatés bidiagonal superiori x n.

6.4.1 Algorisme QR-SVD per a matrius bidiagonals

Suposem qued és bidiagonal superior. La primera iteracio de l'algoris@R per a la matriud” A
consisteix a:

1. calcular la descomposicio QR @y = A”A: B = QR
2. calcularB; = RQ.

Com queA ja és triangular superior i el producte de triangulars sopetambé ho és, per complir el pas
1 bastara calculaf)” ortogonal tal queQ” A” = R; siga triangular superior o, el que és el mateix, tal
queL; = RT = AQ siga triangular inferior. Aleshores tindrem que

ATA=QQTATA=Q (R1A)
R

és una descomposiciR de AT A. En el pas 2 calculem
Bi=RQ=QTATAQ=1TL,

Laiteracio seglient consisteix a calcular la descompo§BideB;, pero ara no podem utilitzar la mateixa
tecnica que abans, perquie no és bidiagonal superior (de fet es pot veure que és bidihguierior).
Ara bé, si calculenP ortogonal tal qued; = PL; és bidiagonal superior tindrem que

ATA, =LTPTPL, = LTL, = By,

és a dir, By té la mateixa estructura que, producte d’'una transposicié d’'una bidiagonal superiar pe
aguesta sense transposar. L'algorisme 1 implementa lalElgenerard;, a partir de4; tal queB; =
A?Ai és la iteraciGi-esima de I'algorisme QR aplicatdy, = AT A. Sabem queB; convergeix en una
matriu diagonal, aleshores, pel problemad6,també convergeix a una matriu diagoial L'algorisme
s'atura quan

14; — diag(A;)] < e



6.4. ALGORISME QR PER AL CALCUL DE LA SVD 82

one = O(emachl|4]|), amb la qual cosa assegurem I'estabilitat cap enrere.
A aguest algorisme se li pot incorporar deflacié: quan

|Ai(4,7 +1)| < &= O(emacr|Al|)

podem ferA;(j,7 + 1) = 0 sense influir en I'estabilitat cap enrere. Si designem larimagsultant
d’anuklar A;(j,j + 1)
PR EUCSFARY) 0

‘ 0 Ai(j+1:n,j+1:n)|’

la qual verificad; = A; + AA;, |AA;|| = O(emacl|A|)) | calculem SVDs dels blocs de la diagonal:

Ai(1:4,1:5) = Z 5 X Ai(G+1:n,5+1:n) = Zo8s XTI
amb Z;, X; matrius ortogonals t; matrius diagonals amb entrades no negatives (1, 2), aleshores

podem construir aproximadament una SVDAle

7 AVT — (A T g |4 01X O (X1 O\ pa g 0T
A=UAVE = U(A; + AA)Y, _Uz[o o s Wiy x|+ Usay;

U b VT

Si anomenem\A = —U;AA; VT tenim que||AA < [[AA4;]| = O(emacil|Al|) | A+ AA = UXVT, ja
gue calculem la SVD d’'una matrid + A A que és una pertorbacio relativa dede I'ordre dezmach €S a
dir, calculem la SVD ded d’una manera estable cap enrere.

A=A Uy=1,Vy=1

fori=0,...
calcularQ; tal que AQ); triangular inferior
calcularP; tal que P AQ; bidiagonal superiof
A1 = PAQ;

Uit1 = U Pl
Vig1 = ViQ;
end

Algorisme 1. Algorisme QR per calcular la SVD d’'una matridiagonal superior.

L'altim detall que ens falta per completar la descripcié éstrar com calcular les matriug i Q; de
I'algorisme 1. Mostrem un exemple amb una ma¥kiy 3: siga la matriu

al b1 0
A;=10 x X
0 0 x
1. Siga la transformacié de Givens
al —b1

ai

= o O
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que verifica
x 0 0
AGl = | X a9 b2
0 0 x
2. Siga la transformacié de Givens
1 1 0 0
G2 =—10 as —b2

\/ CL% + b% 0 b2 as
que verifica

AG1Go =

S X X
X X
X O© O

Aleshoreq)); = GG, verifica queAQ); és triangular inferior (adoneu-vos que, de fet, és bidiaggon

inferior).

3. Sigaara
as 0 0
AQZ‘: bg x 0
0 x X

i la transformaci6 de Givens

1 as bg 0
Gl = ﬁ 3 as 0
A/ CL3 + b3 O 0 1
que verifica
x x 0
G3AQ; = |0 a4 O
0 b4 X
4. Finalment, sigdy, la transformacié de Givens
1 0 0
G4 =10 a4 b4
0 —b4 ayg
que verifica
x x 0
G4G3AQZ' =10 X X
0 0 x

AleshoresP; = G4G3 verifica queP; A;Q; és bidiagonal superior.

També es poden incorporar translacions implicites, penésig técnica és molt més complicada que
la que hem presentat aci.
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6.5 Problemes

Problema 1. SiUXVT = A és una SVD del demostreu que podeu construir-ne una ditial/ " = A
tal que els elements de la diagonal Xdesiguen els elements de la diagonalXieeordenats de major a
menor i que hi haja sols = rang A) no nuls.

Problema 2. SiUX V7T = A és una SVD aleshorési||» és el major valor singular dé.
Problema 3.

1. SiUXVT = A és una SVD d’'una matriu invertibld n x n aleshore’>"1U7 = A~! és una
SVDdeA i [|[A7 |y = &

2. SiUXVT = A és una SVD d'una matrid m x n aleshored/ >TUT = AT és una SVD ded”.

Problema 4. Calculeu la SVD de la matriu

3 2
A= |-1 2]
2 0
Solucid.
2/V/5  1/v/30 4 0102 3 2
T _ . V5 1NE] | _
e } o vl 2005 s Ll 2 =4

Problema 5. Donada la matrid, m x nm > n, sigad = UXVT laseua SVD. Suposem > ...o0, >
0. Es defineixKz(A) = [|A||[|[AT||on At = VETUT, n x m i

/o 0 0 0
E+ — .

Proveu
1. AATA=A
2. ATAAT = AT
3. At = A1 si A és quadrada i no singular.
4. Ky(A) = [|A]2[|(ATA)~T AT
5. Ka(A)? = A3 (ATA)~ 1|2
6. (r(ATA)Y2 = o,

Problema 6. Siguen4; matrius bidiagonals superiors tals qd¢ A; — E matriu diagonal amb entrades
positives en la diagonal. Demostreu qlie— VE.
Pista:
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1. Escriviu

i comproveu que
Ap i
ad! (@) + (@)

AT A = '

()

n— —

iy () )2+ (@)

u(i)l 1d£f) 1

2. SiATA; — diag(es, - .., e,), ambe; # 0, demostreu per induccié sobjeguelim; dg.i) = /& i
quelim; u”) = 0, és a dirlim; AT A; = diag(\/e1, . . . , \/@n)-

i =



Tema 7

Inverses generalitzades

7.1 Introducci6

L'interés d'aquest capitol és d’estudiar els sistemes amatiunno invertible, bé pergué no té rang ma-
xim 0 bé perqué no és quadrada. Intentarem trobar relacioméian de complir certes matrius que fan
“parcialment” el paper de la matriu inversa, legerses generalitzades

Com a primer exemple, suposem que la mattith x n té rangn i m > n, aleshores tenim que les
columnes ded son linealment independents i per tant, part d'una bask"deSi designemP la matriu
que té per columnes els elements d’aquesta base, és aduetal:, 1 : n) = A, aleshores

In(,1:n) =P Y (P(:,1:n) =P 'A=1,=P '(1:n,:)A,

jaqueC = P~Y(1 : n,:) verificaCA = I,,. Una matriuC que verifiqueCA = I, s'anomenanversa
per I'esquerrade C'. Cal adonar-se que sl té inversa per I'esquerra, aleshores rdng n, ja que
n = rangl,, < rangd < n. A més a més, cal notar que parlefanainversa generalitzada, perqué no és
Unica (la matriuP anterior no és Unica, tret que = n).

De manera dual, es pot definir el concegiiaversa per la dreta provar que una matriu té inversa per
la dreta si i només si rang= m.

Si A té una inversa per I'esquer@ i Az = b és un sistema compatible (i determinat), aleshores
x = Cb és (la) solucid del sistema. Aquest tipus de relacions selstemes que tractarem en aquest
capitol.

7.2 Inverses generalitzades
Definicié 7.1. Una matriuC ésinversa generalitzadale A si per a qualsevob que faca compatible
Az = b, el vectorCh és solucié dedx = b.

Teorema 7.2.C' és inversa generalitzada desi i només siCA = A.

Prova. Suposem qué€’ és inversa generalitzada, per demostt&ftA = A veiem queAC Ay = Ay per a
qualsevoly € R™. Sigay € R", definimb = Ay, aleshores el sistemé&x = b és compatible, ja qué'd
és solucio dedz = b, és a dir,

ACb=b= ACAy = Ay Yy eR" = ACA = A.

Suposem, per contra, queC' A = A isiga Az = b un sistema compatible, és a dir, tal que- Ay
per alguny. Vegem queC'b és solucio dedx = b:

ACb= ACAy = Ay = b.

86
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La notacié que emprarem per a les inverses generalitzadds é#Amb aix0 i el teorema anterior
tenim I'equacio que defineix les inverses generalitzades:

AATA=A.

En cas que el rang de la matriu siga el maxim possible, el ppackinversa generalitzada coincideix
amb el de les inverses “laterals” (per 'esquerra en cas gugdr = n < m 0 per la dreta en cas que
rangd = m < n):

Si una matriu té rang aleshoresAX = AY implica X = Y i si té rangm aleshoresXA = Y A
implica X = Y. En el primer cas, podem eliminar lade I'esquerra de I'equacid A~ A = AI, per
obtenirA— A = I. De manera similar, en el segon cad~ = 1.

Deduim que el camp d’aplicaci6 d’aquesta noci6 és quan glmarés maxim.

SVD i existéncia d’inverses generalitzades

SigaAd = UXV” una SVD i particionent com

[0 0
=[50

on X, ésla matriu diagonal x r formada pels valors singulars de(adoneu-vos que la segona columna
de zeros no hi apareix s8i= n i/0 la segona fila de zeros no apareix s m). Transformem I'equacié
ACA = A mitjangantU i V:

ACA= A< UxvhHcwsvh) =usvT e xVIicUs =% &
N——

C
Y11 0] |C11 Criz| |11 0] [l 0] [¥11 O -
0 0| |Cy Coye 0 0 0 0of |0 o0
%A,/—/
c

YuCnxXu =311 < Ci = 21‘11 ja que els valors singulars seh0.

Deduim que, en termes de la SVD deuna matriuC' és inversa generalitzada si i només si

. . —1
c=vouT, C-= [Eil :] . (7.1)
Adoneu-vos que aquesta caracteritzacié permet molts geallbertat (les entrades de la matfiufora

de la submatrilﬁ(l :r,1:7) queden lliures). L'eleccio més “simplificadora” per a letrades lliures és
prendre-les 0, amb la qual cosa tenim una SVD de la matriu:

-1
C=V [251 8} ur. (7.2)

Aquesta matriu s'anomernaseudoinversa de Moore-Penrosens la trobarem més endavant de manera
natural en estudiar un altre tipus de condicions.
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7.3 Inverses generalitzades reflexives

Quan la matriud és invertible es verificaA=1)~! = A. De la mateixa manera, 6 = A~ ens preguntem
siA=C",ésadir,si

ACA=A
CAC =C

Una inversa generalitzada d’aquest tipus s’anomeversa generalitzada reflexivdxigir aquesta con-
dicié permet relacionar els blocs “lliures” de

Teorema 7.3.Si AC A = A aleshores sén equivalents:
1. CAC=C
2. rand’ = rangA
Com queA és una inversa generalitzada, de (7.1) deduim que
rang” = rang/ CU” = rangC' > r,

jaquela submatri6~7(1 :r,1:7)ésinvertible. Amb aix0, el que ens diu aquest resultat ésigagnversa
generalitzada reflexiva és una inversa generalitzada demamm.

Prova. Transformem la igualtal’ AC = C amb les matriug/ i V:
CAC =C=VTcusvTcu =vTcU = CxC =C =
|:21_11 012:| |:211 O:| |:21_11 012:| _ |:21_11 012:| N
Co1 Cxpl | 0 0] |Ca Cxn Co1 Oy
[21_11 Ci2 } _ [21_11 Clz}
Co1 C91211C12 Co1 Coo

Deduim queC és una inversa generalitzada si i només'siX11C1o = Cos.
També és clar que
r = rangC = rangC' = rang [21_11 012]
Co1 Co

si i només si les files + 1, ... ,n deC sén combinacié lineal de les filds. . ., r, és a dif* si i només si
existeix X tal que

X [87 Cio] =[Ca1 Ca) & X5 = Ca1, XC1z = Cop & Cn 11012 = Co2 (X = C1%11)

7.4 Projectors ortogonals

Si S és un subespai vectorial @', aleshores qualsevel € R™ es pot descompondre de manera Unica
com
t=y+z yeb zest (7.3)

Aleshores, aquesta unicitat assegura que I'aplicacio

P:zeR"— Plx)=ye SCR"

!Recordeu que les files d’'un producte s6n combinacid lineksigiles de la matriu de la dreta amb coeficients agafats de les
files de I'esquerra.
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és ben definida i lineal (perqu#i S+ son subespais vectorials). Tal com és habitual, identifigieamb
la seua matriu respecte de la base canonica, de manera qera psdriureP(z) = Pz. Amb aquesta
notacio, I'equacio (7.3) queda

r = Pz + (v — Px). (7.4)
€s est

La matriu P rep el nom deprojector ortogonalsobreS. Adoneu-vos que si € S aleshoresPzr = z, ja
que

r= x + 0 .
~
es est

Amb aixo tenim ques = ImP. Aleshores tenim qué és un projector ortogonal (sobre IR) sii nomeés
siz — Pr € ImP+ Yz € R™,

Teorema 7.4. Siga P una matriun x n, aleshores son equivalents:
1. P és un projector ortogonal (sobre IR).
2. P ésidempotent i simétrica:
P =P
PT=p

3. P2=PiN(P)* =ImP
Prova. AnomenenS = ImP. Aleshores tenim que:

P és projector ortogonal sobfe <

z—PreSt VzeR" <

yI(z — Pz)=0,VzcR"yc S &

(Py)T(z — Px) =0, Vz,y € R"(jaque ImP = S) &
y"PT(I — P)x =0, Vz,y e R" &
PII-P)=0«

P =pPTP

Ara bé, com queP” P és sempre simétrica (ja qu&” P)” = P P), tenim que
PT=PTP o P=Pl&pP = P?

Amb aixo proveml < 2.
D’altra banda,
NP =ImP &
N(P)=ImP! &
Pr=0=z2'z2=0VzelmP &
Pr=0=y ' Pla(Py)Tz=0Vy e R"(z = Py) &
Pr=0=Plz=0 (7.5)
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Aleshores, si suposem quie= P? i PT = P, aleshores (7.5) és cert, amb la qual cdsa 3. Suposem
araqueP? = Pi N(P)* = ImP. De P? = P deduim queP(Px — z) = 0 Yz € R", amb la qual cosa
Px —xz € N(P)Vx € R™. Per hipotesi :

N(P) LImP = Pz —x L PyVz,y € R",

per la qual cosa, igual que abans, deduim Ble= PT P i d’aci queP = P” i, per tant3 = 2.

7.5 Inversa generalitzada minimitzadora de norma

Per definicio, siC = A~ i Ax = b és compatible, aleshor&sh és solucio dedx = b, pero pot ser-

ho qualsevol si aquest sistema té multiples solucions.eHates aquestes solucions, sabem que n’hi ha
exactament una que té norma euclidiana minima (vegeu elderts&aSVD, equacio (6.22)). Una inversa
generalitzad& s’'anomenaninimitzadora de norm@dGMN) quanCb és la solucié de norma minima per

a qualsevol sistema compatibier = b.

Teorema 7.5.Si A és una matriu¢C' = A~ i P = C' A aleshores son equivalents:
1. C' és IGMN deA

2. N(A)* =Im(P)
3. P és projector ortogonal
4. P és una matriu simétrica.
Prova. Com a pas previ, vegem queGiés inversa generalitzada dealeshores

e« P2=P

e N(A) = N(CA).

Vegem la primera igualtat:

P2 =C(ACA)=CA=P
Per veure la segona qlestio, el que és clavéd) C N(CA) (Az = 0 = C Az = 0); d’altra banda
r € N(CA) =
CAz =0=
Ax = AC Ax = 0 (perquéC és inversa generalitzada d¢ =
x € N(A)
amb la qual cosa tenim establert qii¢A) = N(C' A) quanC' = A~. Amb aix0, 2 és equivalent a
2'. N(P)* =Im(P).

Si z¢ és una solucié particular d'un sistema compatidle = b, aleshores el conjunt de solucions
d’aquest sistema és el subesafiizy + N(A). L'element del conjunt de solucions + N(A) de norma
minima ésr, = zo +y (y € N(A)) tal quez, € N(A)*. Deduim que

C ésIGMN < (7.6)
CbLNAVzeR" b=Az &

CAz L N(A)VzeR" &

Im(CA) C N(A)+ &

Im(CA) C N(CA)+ <

Im(CA) = N(CA)+ = N(A)* (7.7)
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(hem utilitzatdim N(CA)*+ = n — dim N(CA) = dimIm(C A) per obtenir (7.7)). Amb aix0 establim
I'equivaléncia entre 1i 2.
L'equivalencia entre 2, 3 i 4 és clara a partir del teoren#a 7.

Teorema 7.6.SigaA = UX V' una SVD ded m x n i C m x n; aleshores sén equivalents:

1. C és IGMN deA

- - —1
2. C=VOUT, onC = Fll 012].

0 Coxn
Prova. Sabem qué€ és inversa generalitzada si i nomé&'si : r,1: 1) = YionYy =%(1:r1:r),
r = rangA. Aleshores, pel teorema 7(5és IGMN sii només si'A és simétrica C'(1 : 7,1 : 7) = X%

Analitzem ara la matri@ A utilitzant la SVD deA: la matriuC A és simétrica si i només $iZC AV ho
és

vicAyv =vTcusvTv =Cx =

[011 012] [211 0]:[011211 0]
Cor Cxpl | 0 0 Cai2in 0

Tenim que
C és IGMN&
Cii=C(1:r1:7)=%7'i CAéssimétricas
Cii=C(l:r1:r)= Y1 i VICAV és simetrica=
=2 iCnS =0s

)
C )
Ci=C1:r1:r)
) =X i Cop = 0 (jaqueXy; és invertibley=

01120(1:7°,1:7°

Comprovem ara aquest teorema, aprofitant que coneixenrd’ssid de la solucié de norma minima
d’'un sistema compatibldx = b, utilitzant la SVD de la matriu de coeficients:
b b -
o4+ 2o, b=UTb (7.8)
o1 Or
Sigab un vector que fa compatible el sistema amb mattjués a dir, tal quéé € ImA. Com que
ImA = (uq,...,u,), tenim queb = byuy + - + by, b; = 0,7 =r+1,...,m,onb = UTbs6n les
coordenades deen la base ortonormal. Podem escriure, doncs,

-

onc és un vector x 1.

N ~ 1
Suposem ara qué = VCUT, ambC = [261 gm} , anomenem
22
Vi=V(1:r),
Vo=V(,r+1:n)
i calculemCb:
~ »! Cia]| |c _ b b,

la qual és solucié de norma minima per (7.8).
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7.6 Inversa generalitzada per a minims quadrats

Definicio 7.7. Donada la matrivd m x n, una matriuC' n x m s’'anomendnversa generalitzada per a
resoldre minims quadrat§GMQ) si Cb és solucio del problema de minims quadrats associat & b,
Vb e R™.

Com que les solucions per minims quadrats de problemes titepasdn exactament les solucions
classiques, ens adonem que tatdGMQ és inversa generalitzada, ja que&i = b és compatible
aleshoreg”'b és solucio del problema de minims quadrats associat, és @idés solucié classica del
sistema lineal.

Lema 7.8.
ATAX =0 AX =0

Prova. EvidentmentdX = 0 = ATAX = 0. Ara, siATAX = 0i y és un vector qualsevol, aleshores
ATAXy =0= ||[AXylls = yT XTATAXy = 0= AXy =0Vy = AX = 0.
Teorema 7.9. S6n equivalents:
1. C és IGMQ.
2. ATAC = AT,

3. ACA =4
(AC)T = AC

Prova. Com que les solucions del problema de minims quadrats s@taexent les solucions de les
equacions normals, tenim que

C és IGMQ<=

Cb és solucié dd” Az = ATb Vb <
ATACH= ATv Vb &

AT AC = AT

doncsl < 2.

Per veure3 = 2:
(CA)T =CTAT = AC =
CTATA=ACA=A=
AT AC = (CTATA)T = AT

Suposem ara qua’ AC = AT. Vegem primer quelC A = A: multipliquem per la dreta ped, ho
passem tot al primer membre i apliquem el lema 7.8:

ATA(CA 1) =ATACA - ATA=ATA - ATA=0=ACA-A=0=>ACA=A
Vegem ara quéAC)” = AC: multipliquem perCT per I'esquerra:
CTATAC = CTAT =

Ac)T(AC) = (AO)T =
AC simeétrica.

Caracteritzem ara les IGMQ amb la SVD.
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Teorema 7.10.S6n equivalents:
ACA=A
1.
AT = AC

>0
2.C=Vv |71 UrT.
[021 C22}
————

C

Prova. Sabem ja quelCA < S(1:7,1:7) = B}
Calculem araAC en funcio6 de la SVD:
AC =UxVIVCUT =
Su 0] [ Cwl,r o [ZaSy 20w o [ TuCi2],r
U[o ochl o A o |V =V o |V

AleshoresAC és simétrica sii només 8i;1C12 = 0 siinomés siC5 = 0.

7.7 Inversa generalitzada per a solucions de norma minima ¢ minims
guadrats

Aquest ultim tipus d’inversa generalitzada (IGMNMQ) es deikx com aquella matri@' tal queCb és
solucié de norma minima del problema de minims quadratEiassoqualsevol sistemaz = b.

Com que la solucié del problema de minims quadrats coincideib la de les equacions normals
AT Ax = AT, deduim que

C és IGMNMQ <

C'b és solucié de norma minima d&f Az = ATb Vb <
ATACH = ATbi Cb L N(ATA) Wb &

ATAC = ATilmC 1L N(ATA) =

ATAC = ATilmC C N(AT A)*

Tenim queN (ATA) = N(A) (Az =0 AT Az = 0)i N(A) = N(CA) (jaqueACA = A).

Com queAT AC = AT aleshores” és IGMQ, en particular és inversa generalitzada, doncsrsabe
que rang@' > rangA. En aquest cas, la relacio thC N(A)* déna la desigualtat de les dimensions
respectives:

rang A) < dimImC < dim N(A)* =n — dim N(A) = rang A).
Aleshores

C és IGMNMQ &
ATAC = AT ilmC = N(CA)*.

D’altra banda, per la propietat minimitzadora sabem @utés projector ortogonal, per la qual cosa
N(CA) =Im(I — CA). Per tant

C és IGMNMQ &

ATAC = ATilmC = Im(I — CA)t <

ATAC = AT i 2TCT(I - CA)y = (C2)T(I — CA)y = 0V, y<
ATAC=ATiCT(I-CA) =0«

ATAC =ATiCT =0TCA <

C ésIGMQdeA i A és IGMQ deC (pel teorema 7.9
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ACA=0 (7.9)

CAC =C (7.10)
cAT =cA (7.11)
AC)T = AC (7.12)

Per a la caracteritzacié d’'aquest tipus d'inversa gerizagla en termes de la SVD, utilitzem el que
hem vist abans. Per (7.9) sabem dug = 21‘11, per (7.11)C5; = 0, per (7.10)C12 = 0i per (7.10)
Cog = C91%11C12 = 0. Deduim que” és IGMNMQ si i només si

—1
C=Al=V [211 0] U7 (7.13)
0 0
Aleshores existeix una Unica IGMNMQ, donada per I'equa@idJ), la qual s'Tanomenpseudoinversa
de Moore-Penrosde A.
Comprovem, per acabar, quEb és la solucié de norma minima del problema de minims quadrats
associat adx = b, per a qualsevdl. Sabem que aquesta solucio és:

51 Er
_rl)l _|_ P + _vT’
o1 Or
D’altra banda:
20 T 20 c1 -1 by by
ATb:V{ 0 0] rh=ol { N P B

onV =V W,b=0Tb= [Cl}.
C2

7.8 Problemes

Problema 1. Si A és una matriun x n amb rangl = n demostreu de dues maneres diferents que
C = (AT A)~1AT és la pseudoinversa de Moore-Penroseddéemostrant préviament quig esta ben
definida (és a dir, qud™ A és invertible).

Problema 2. SigaA una matriun x n i P matriu invertible de dimensié: x m. Demostreu:

1. C ésinversa generalitzada desi i només sCP~! és inversa generalitzada &1 (simbolicament:
(PA)~ = A—P7Y)

2. C és inversa generalitzada reflexiva desi i només siC P~! és inversa generalitzada reflexiva de
PA.

3. C és IGMN deA siinomés siCP~! és IGMN dePA.

4. Sota quina hipotesi sobreseria cert qu&’ és IGMQ deA si i només sC P! és IGMQ deP A.



Tema 8

Diferenciacidé matricial

En aquest tema obtindrem férmules algebraiques per a leeddiacié de funcions escalars/vectorials de
variables vectorials/matricials.

8.1 Notacid
Siga una funciGx: R™ — R escalar den variables. Designem les variables com & (x1,...,Zm).
Definim
Oa
)
o — da .
ox o
OTm
Siga una funcig: R™ — R" vectorial den variables. Designem les variables coma (x1,...,z,).
Definim
oyt oy
ox1 e Ox1
J - 9y |
- O0r '
oyt oy™
Otm 7" Orm

Siga una funci@v: matriugm,n) — R escalar amb variables matricials. Designem les varialoes ¢

a
X1 Xin
X = | .
Xm,l Xm,n
Definim
da da
0X11 0 0Xan
, O«
CTax T
Ja Ja
BXmJ e aX'nL,n

8.2 Formules per a la diferenciacié matricial

Proposicié 8.1. Siguenc, 3 funcions escalars de variables; aleshores
(aB)(z) = B(z)d (z) + a(2) B (2)-
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Prova. Per la regla de la diferenciacié del producte de dues fuscion

(@ @)D = 52 = 225+ 0 = pa)al (0)(0) + () ()(0) =

(a(z)B(x)) = Blx)d () + a(z) B (x)

Proposici6 8.2. Sigaa vectorm x 1i a(r) = a’z. Aleshores’ = a.

Prova.
ay
T da / .
alr) =a x:a1$1+"'+am:ﬂm:>a =ag=>d=|:!|=a
T

am
Proposici6 8.3.Sigab: R™ — R", a vectorn x 1i a(x) = a’b(x). Aleshores’ = b/(x)a.

Prova. Adoneu-vos qué’(x) és una matriun x n.

a(z) = al'b(z) = a1by (x) + - - + anby(z) =

(@ @)0) = g =G+t a5 = )i = O ()a)(D) =

Proposici6 8.4.Si A és una matrite x m i y: R™ — R", y(z) = Az, aleshoreg/(z) = A”.

Prova. Per definici6

W/ @)ind) = 35

g? = A(j,i) =
W/ (2)) (i) = A(j,1) = (AT)(4,5) =
y'(z) = AT

Proposici6 8.5.Sigaa,b: R™ — R" i a(z) = a(x)Tb(x). Aleshorest/ = a'b + Va.
Prova.

a=ai(z)bi(x) + -+ an(x)bp(z) =

(@ @)0) = o
_ day day, 0by oby,

_ a'(i, 1)b1 (l’) 4+ 4 a’(@ n)bn(;p) + al(l’)b,(’i, 1) +---+ an(x)b,(i> n)
=d'(i,)x b+ V(i,:)a = (a'b+ba)(i) =

o =db+ba

Exemple 8.6.
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1. Perlaproposici6 8.4j(z) =z =Ixx =y =17 = 1.

2. Perla proposicié 8.51(z) = |[z]3 = (2 )T 2 =d =db+Va=Iz+ Iz =22
a(z)  b(x)

3. Per la proposici6 8.5:
_ T / 7 /o T . T
ax)=(z ) Az, = d(x)=adb+ba=TAv+ Az =(A+ A" )x.
a(z) b(x)
Si A és simétrica, aleshored(z) = 2Ax.

Proposici6 8.7.Sigaa(X) =tr(X) = Y"1 | X;;, onX ésn x n. Aleshores/(X) = I,,.

Prova. Per definicio:

Oa
o (X)(4, ) =
aXij

dij = (In)(i, j) = o/ (X) = I

Proposici6 8.8.Sigaa(X) = det( X), on X ésn x n. Aleshores
o (X) = adj(X) = det(X)X T,
on adj X)) és la matriu adjunta d& .

_ Odet(X)

Prova. Per calcular’(X)(i, j) = —5x—, desenvolupem el determinant pels adjunts de la:fila
©j

det(X) = Xiladj(X)il + -+ X”adj(X)” + -+ Xmadj(X)m
Com que en el segon membre d’aquesta expressio els adjudepeoen deX;;, en derivar respecte de

X;; obtenim

ddet(X) .o ddet(X) . L
0X.;: adj(X);; = —ox adj(X) = det(X) X,

on hem tingut en compte qué—! = adj(X)?/ det(X).

8.3 Problemes

Problema 1. SigaD una matriun x n diagonal. Mitjangant calcul diferencial matricial dedgjisins sén
el minim i el maxim de la funciguocient de Rayleigh

Problema 2. SigaA una matriun x n i b un vectorm x 1. Mitjan¢ant calcul diferencial matricial deduiu
gue les equacions normals sén condici6é necessaria per ltidsdel problema dels minims quadrats:

min || Az — b|)3.
x

Problema 3. SigaA una matrium x n i b un vectorm x 1. Mitjangant calcul diferencial matricial trobeu
condicions necessaries per a la solucié del problema d\itgticio

. 2
gg)\lwllz



Index de termes

compressed Row Storage, 33

descomposicié de Choleski, 23
descomposicié de Choleski incompleta, 50
descomposicié de Schur, 67
descomposicié en valors propis, 54
descomposicié en valors singulars, 68
diferéncies finites, 10

difusivitat termal, 8

equacions normals, 76
equacio de la calor, 8, 12
equacio6 de Poisson, 9, 13
error de discretitzacio, 39
estat estacionari, 9
estructura de dades, 22

fill-in, 22
gradients conjugats, 39

inversa generalitzada, 86

pivotatge, 23

pivotatge parcial, 23

pivots, 23

polinomi caracteristic, 53
precondicionament simétric, 48
problema de minims quadrats, 76
projector ortogonal, 89

pseudoinversa de Moore-Penrose, 87, 94

quocient de Rayleigh, 54

reordenacio per columnes, 34
reordenacio per minim grau, 34

sobrerelaxacié successiva, 37
sobrerelaxacié successiva simetrica, 38
SOR invers, 38

submatriu de treball, 35

transformacié de semblanca, 53
translacio (shift), 64

inversa generalitzada per a resoldre minims quadris, o singulars, 70
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inversa generalitzada reflexiva, 88
inversa minimitzadora de norma, 90
inversa per I'esquerra, 86
iteracio del quocient de Rayleigh, 59

meétode de la poténcia, 54
métode de la poténcia inversa, 55
malla equiespaiada, 10

matriu diagonalitzable, 53

matriu laplaciana, 11

matriu precondicionadora, 48
matrius normals, 58

matrius semblants, 53

matrius tridiagonals irreductibles, 63
megaflops, 24

multiplicadors, 21

parell (vector/valor) propi, 53
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