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TEMA 1
METROLOGIA

1.1.- Metrologia.

La ment humana, en observar e mon que I’ envolta, genera, en un procés d’ abstraccio,
conceptes que corresponen a un caracter comu entre cossos o0 fenomens: son el que s anomena
observables. Per exemple, €l concepte de longitud surt en observar linies més o menys
[largues; també el concepte de durada tremporal és e resultat de I’ observacio directa; altres
vegades € concepte naix com a causa d'un fet observable, i també s'anomena d aquesta
manera; la forca és un exemple d'aguest tipus. Els observables poden presentar-se en
guantitats o grandaries diferents. Aixi, és facil veure que una corda és més llarga que una
altra, 0 que un interval temporal és maor que un altre. Designem amb la lletra A un
observable i (A1) i (Az) dues quantitats seues; direm que aquestes quantitats son comparables
guan existeix una definicié operacional i universal per ala rad (A) / (A2) =n, on n és un
nombre racional gque expressa quantes vegades és més gran la quantitat (A)) que la (A2)

(A)=n(A)

Un observable dotat d aquesta propietat €s una magnitud fisica. Ca aclarir que
I’ adjectiu operacional d aquella definicid significa que cal indicar les operacions necessaries
per a la comparacio, i e duniversal vol dir que és independent del tipus de cossos i de
procediments emprats en la comparacio.

Definida la relacid entre quantitats es pot parlar de la iguatat entre elles i de la seua
suma. En efecte, s

@), ), )

(4,) (4,) (4,)
esdedueix que (A1) =(A2)) Sm=nz Yy (A) +(A2) = (As) S ni+n=ng.

Reciprocament, si es defineix la igualtat i la suma, queda definida la rad entre
guantitats s saccepta € postulat de divisibilitat indefinida. En efecte, s es tenen dues
quantitats (Ao) i (A1), es poden escollir quantitats iguals (A) tals que
(Ao) = (A) +(A) +(A)+.....+ (A)= no(A)

(A) = (A) +(A) +(A)*....+ (A)= m(A)

i llavors
(4) -
(4)) n,

La manera més comoda de comparar quantitats d’ una magnitud A és definir una unitat
Ua. Aleshores, el nombre

(AI) - A1
UA
representa la mesura de la quantitat (A) amb la unitat Ua . Aixi estélareacié fonamental
(A): AUp
En un canvi d’ unitats que passe de U, a U’ 5 es verificalaigualtat
AU,= AU’ ésadir 4. Yy
= | _
A A A' UA

Les mesures d’ una quantitat sén inversament proporcionals ales unitats corresponents.

La ciencia que s ocupa de la mesura i de la revisio de les magnituds fisiques i
quimiques i també de llurs unitats s'anomena metrologia. L’edat moderna de la metrologia
comenca € 1969 amb la creacié del CODATA (Comité de Dades per a la Ciencia i la
Tecnologia), la finalitat del qual és proporcionar una serie de valors precisos per a les
constants basiques i els factors de conversid. EI 1973 CODATA publica € seu primer



informe amb els valors de les constants fisiques i quimiques i els factors de conversio
adoptats internacionalment. L’ Ultimarevisio d’ aguests valors es vareditzar e 1986.

1.2.- Sistema internacional d’unitats.

El sistema internacional d’ unitats (Sl) és una recopilacié ordenada de les magnituds
fisiques i quimiques basada en una divisié en magnituds fonamentals i derivades; aguestes
darreres poden expressar-se en termes de les fonamentals, tal com es veura més endavant. Es
prenen com a fonamentals les magnituds longitud, temps, massa, corrent electric, temperatura
I intensitat lluminosa, a les quals hom associa les respectives unitats. metre, segon, kilogram,
ampere i candela. També es considera fonamental una altra unitat de massa que és e mol.
Passarem a donar-ne les definicions, alguna referencia historicai alguns exemples d ordres de
magni tud.

Metre (m). Es defineix com la longitud de la trgjectoria recorreguda per la llum en €
buit en un temps de 1/c segons (c=299792458 m/s, velocitat de la llum en €l buit) Aquesta
definici6 es basa en I’ adopcio de ¢ com a constant universal amb un valor establert amb gran
precisid mitjancant mesures de distancies interplanetaries per radar (CODATA 1986).
Originalment, la mesura de longituds es feia per comparacié amb un patr6é anatomic (bracada,
peu, polzada, pam), perd aquestes unitats es deixaren per un atra de més objectiva quan
Sestabli € sistema metric decimal (1792), base del sistema d'unitats actual. La primera
definicié cientifica del metre, basada en mesures geografiques, I’ igualava ala deumilionésima
del quadrant del meridia terrestre que passa per Paris. Encara que peca d' imprecisio, i per
aix0 s ha abandonat, pot servir per tenir una idea aproximada del perimetre de la Terrai, en
consegiiencia, del seu radi:

Perimetre terrestre=4+10'm =21R; R=6,4*10° m 410’

Posteriorment es prengué com a metre lalongitud d’ un patro de plati-iridi, que tampoc
no era precisa i, a partir del 1960, la definicio es desvincula de patrons macroscopics. Els
avencos assolits en espectroscopia permeteren donar una definicio del metre en termes de la
longitud d’ ona de la llum taronja emesa per una lampada de cripto 86.

Per tenir una nocié d'ordres de magnitud donarem alguns valors estadisticament
tipics:

-Diametre del prot6 o del neutrd: 10-5m
-Diametre nuclear: 10“m

-Diametre d’ un atom: 10-°m
-Distanciainterionicaen un cristall ionic: 5410°m
-Diametre d’ una molécula gran: 10-8m

-Objecte minim visible en un microscopi optic: 10°m
-Objecte minim visible asimple vista: 10“m
-Pam: 0,2 m

-Pas: 0,8 m

-Alcada d’ una persona: 1,80 m

-Estrelles de neutrons, forats negres: 10* m
-Distancia Terra- Lluna: 4¢1C° m

-Diametre del Sol: 10°m

-Distancia Terra- Sol: 1,5¢101 m

-1 any-llum= 9,46¢10> m

-Dimensions de laViaLactia 10&m

-Distancia Terra - galaxiad’ Andromeda: 2¢10% m
-Radi de I’ Univers: 102 m.

Kilogram (kg). La definicié actual es manté des de 1887 i s identifica amb la massa
d’un prototip internacional que és un cilindre d'iridi-plati guardat a Bureau de Poids et
Mesures de Paris. Alguns valors usual s son:

-Massade I’ electro: 9,1¢103 kg
-Massadel protd: 1,67+10% kg
-Massa d' una persona: 80 kg
-MassadelalLluna 7,35°10% kg



-MassadelaTerra: 5,97+10* kg
-Massadel Sol: 2¢10% kg

Segon (s). Des de 1967 es defineix com la durada de 9192631770 periodes de la
radiacié corresponent a la transicié entre dos nivells hiperfins de |’ estat fonamental del cesi
133. Antigament, la mesura del temps es basava en la periodicitat astronomica observada,
especialment la repeticié de les fases lunars; € coneixement de la dinamica planetaria i
I’augment en la precisio de les mesures ha portat a substituir €l temps astronomic per la
definicio actual.

Com aval ors tipics donem:

-Pulsacio6 del cor huma: 0,8 s
-Dia: 8,6°10* s
-Any: 3,1°10° s
-Vidad unapersona: 70 anys= 2¢10% s
-Temps transcorregut des de I’ aparici6 dels primers hominids: 3+10° anys= 10“s
-Temps transcorregut des de laformacié dela Terra: 4,5¢10° anys==1,4¢10s
-Temps transcorregut des de I’ origen de I’ Univers:1,37¢10%° anys= 4,25¢10" s

Ampere (A). Es el corrent eléctric constant que, quan passa per cadascun de dos fils
pard-lels molt finsi llargs, separats en el buit per una distanciad’ 1 metre, produeix una forga
per metre de longitud de 2¢107 N en cadafil.

Kelvin (K). Esla unitat termodinamica de temperaturai es defineix com a 1/273,16 de
la temperatura del punt triple de I'aigua. S'ha triat aquest punt perque és molt facilment
reproduible.

Candela (cd). Unitat d'intensitat lluminosa que correspon a la que emet en una
direccio donada una font de radiacié6 monocromética de freguiencia 5¢10 Hz i que té una
intensitat radiant en aquella direccio de 1/683 Watt/estereoradia.

Altres unitats de massa molt emprades en la practica son la unitat atomica de massa i
el mol.

Unitat atdmica de massa (U). Es 1/12 de la massa de I’aom C 12, que té per valor
1,662102 g (particularment els quimics solen usar €l gram com a unitat de massa).

Mol d'una substancia és la quantitat de matéria d’ un sistema que conté tantes de les seues
unitats elementals com atoms hi ha en 0,012 kg de C 12, nombre gue s anomena d’ Avogadro,

Na= 6,02310%, i que esrelacionaamb la unitat u aixi:

Na =12 g/12u(g)=19/u(g)

Si les entitats del sistema considerat son atoms es parla d’ atom-gram; s son ions, d'io6-gram,
i S sOn molécules es parla de molécula-gram. Quan es tracta d’ electrons, un mol d' aquests es
coneix com afaraday. El mol, a més d’ un nombre d’ens, és una unitat de massa. En efecte, s
es tracta d una molécula de massa molecular M, ¢o és, Mu(g), un mol o molécula-gram sera
la massa que expresada en grams valdra

1 mol = Na Mu(g)=M(g)

mentre que quan es tracta d’ electrons, un faraday sera la massa que s obté multiplicant Na per
lamassade I’ electro.

Altres unitats derivades que s usen molt sovint en el camp de la mecanica son:
Newton (N). Es la forca que aplicada a un cos d’'1 kg de massa li confereix una acceleracio
d 1ms=2.
Joule (J). Es la unitat d’energiai de treball, i ésigual a treball realitzat per unaforcad 1 N
guan es desplaca una longitud d'1 m en la seua direccio i sentit. En diversos camps de la
fisicas empral’ electré-volt, energia guanyada per un electré quan passa per una diferencia de
potencial d’'1 volt: 1eV=1,6°107° J.

Watt (W). Es la unitat de poténcia, i correspon a desenvolupament d’'un treball d’1 J en un
tempsd'ls.
Pascal (Pd). Es la pressié provocada per unaforgad' 1 N sobre una superficie d’ 1mz.



Hertz (H). Es lafreqiiéncia d’ un fenomen periodic amb un periode d' 1 s. Molt sovint fem Us
delafreqiignciaangular, la unitat de la qual és el radid/s. Obviament, 1 H equival a2mrad/s.

No parlarem de les unitats electromagnetiques, que es deixen per a la materia
corresponent.

A I'hora d'expressar una quantitat cal no oblidar mai les unitats corresponents, i
resulta comode emprar €ls valors numerics en forma de productes de nombres menors que 10
multiplicats per la potencia de 10 adient o, en comptes d'aix0, usar els prefixos indicadors
d aquelles potencies; en e Sl e's prefixos son:

Poténcia Prefix Simbol  Poténcia Prefix Simbol

de 10 de 10

-18 atto a 1 deca da
-15 femto f 2 hecto h
-12 pico p 3 kilo k

-9 nano n 6 mega M

-6 micro U 9 giga G

-3 mili m 12 tera T

-2 centi c 15 peta P

-1 deci d 18 hexa E

1.3.— Analis dimensional.

Cada magnitud fisica esta relacionada amb altres, bé per la seua propia definicio, o bé
com a resultat de I’ observacio de la realitat. Qualsevol d aquests lligams pot expressar-se de
manera general com unarelacio de proporcionalitat entre les quantitats respectives

(X)~ (A BY(C)" ...

Tanmateix, resulta més atil quantificar les relacions esmentades prenent les unitats
adients per a cada magnitud. Llavors,

X Ux :kAaUA GWUB’BCVUC y...
on k és la constant de proporcionalitat, que depéen de les unitats escollides. Molt sovint, una
eleccio d' unitats fa que k=1, cas en que direm que és una constant supeérflua i que Uy, U,
Ug, Uc formen un sistema coherent d’ unitats. Tal és €l cas delasegonallei de Newton

(F)~(m)(a); F Us==kmUra U,

i, triant-hi Un=1kg, U.=1m/s? i Ur =1N esték=1i F=ma.
Les constants que no son superflues poden ser particulars, que depenen dels cossos
gue hi intervenen, o univer sals, en cas contrari. Les constant universals en fisica son:

Lavelocitat delallum en €l buit, definida més amunt.

El nombre d’ Avogadro, definit més amunt.

Laconstant de gravitacio universal, G=6,673+10'* Nm2kg2
La constant de Boltzmann, k=1,381-10% JK

Laconstant dielectrica del buit, &=8,85¢10%2 F/m.

Si considerem les constants ineludibles com a magnituds fisiques, podem reescriure la
relacio anterior entre diverses magnituds en forma de monomi:

CORCEECHEES

o W DN PE

En unateoria fisica, com ara la mecanica, hom pot fer Us d’ un conjunt de m equacions
com |’ anterior que lliguen les n magnituds, conjunt que es pot resumir aixi:



I-}|1 (Xj)aﬁ =1 j:1’2!"'m

i=1

Prenem araun sistema d’ unitats coherent U; i tindrem
|-| Xia/f|'| Uian' =1 j:l’z’___m
i=1 i=1

tot tenint, per separat,

|-| Xiaf"z jI=1,2,..m

i=1
ﬁ U'r=1 j=12,..m
i=1

Finalment, prenem logaritmes en |’ Glitima equacio i obtenim
z ¢, InU; =0 j=1,2,..m

i=1

sistema de m equacions amb n incognites definit per la matriu a; de mfilesi n columnes, on
normament n>m. Si r és el rang de la matriu (r<m) tindrem p=n-r incognites arbitraries, en
funcié de les quals podrem posar la resta. Ordenant-les de manera que les p primeres
magnituds siguen les independents, e conjunt B={(Xy),... (X;)} és una base de la teoria en
guiestio i p la seuamultiplicitat. En aquest domini, les magnituds de la base i llurs unitats son
fonamentals, i les altres unitats s expressen en termes de les de la base:

P
U =1 UY i=p+1,..n
|'|1 ) p

Cadascuna d’ aguestes r equacions rep €l nom de formula dimensiona de la magnitud
Xi enlabase B, i & son les dimensions respectives. Per tal d’ evitar ambiguitats inherents a
I’ eleccio de la base, a cadascuna de les magnituds fonamentals, X;, seli associala seua propia
dimensi6, que esdesigna[X], i I’equacié dimensional S escriu

=[] )7 i=prn

J
JF1

En mecanica es fa Us de nombroses magnituds, la major part d’ elles definides en
termes d’ unes altres, perd cal nomeés considerar-ne unes quantes per tal de veure que a mesura
que augmentem & nombre d’incognites creix també el rang de la matriu a;; de tal manera que
el nombre de variables independents és de 3, entre les quals s’ ha convingut a escollir longitud,
massa i temps; les dimensions respectives son L, M i T. Les dimensions de qualsevol altra
magnitud, com ara |’energia, sexpresen en termes d aguestes, en efecte, usant-hi les
definicions adients es troba facilment que [E]=L2MT-2. Una magnitud X de dimensions O és
adimensional, i s'escriu [X]=1.

Les lleis de la fisica han de ser invariants en un canvi de sistema d’ unitats, cosa que
nomes és possible s les formules matematiques que les representen son dimensional ment
homogenies. En efecte, si la funcidé que relaciona les mesures, Xi, X,... X, de sengles
magnituds fisiques que intervenen en unallei fisica és

f(Xa,... X)=0
en fer un canvi d unitats, les noves mesures X'i, relacionades amb les anteriors per



X'i=A i % , on A sOn les raons inverses entre |es respectives unitats, han de satisfer la mateixa
equacio
f(X'1,... X'n)=0

cO és, lafuncio f ha de ser matemati cament homogenia. Se' n deriva que e's arguments de les
funcions exponencias, trigonometriques, etc. han de ser adimensionals. En efecte, s
I’argument x té dimensié a d’una magnitud fonamental, |a representacié en serie de poténcies
de f obliga que a n=a m per a n¥m, cosa que exigeix que a =0. A més, la condicio
d homogeneitat serveix per detectar que s'ha comes algun error en un desenvolupament
matematic quan I’ expressio final no la satisfa

Laimportancia de I’andlisi dimensional i les seues possibles aplicacions es desprenen
del teorema de M-Buckingham, que diu que tota equacio

f(Xe,... X%,)=0
gue represente unallei fisica pot posar-se en laforma
F(7g,...75)=0

on 77 son el's monomis adimensionals independents que es poden formar amb les magnituds
gue hi intervenen. EI nombre d' aquests monomis és p=n-r, on r és € rang de la matriu
formada amb els exponents dimensionals de magnituds esmentades. Per demostrar-ho
comencem escrivint les dimensions de cada magnitud en la base {L,M,T} (la demostracio es
pot fer igualment per a una base arbitraria),

[x]= L"M°>T° i=12,..n

i formem monomis adimensionals com ara

n

[r1= ] b

i=1

i els posem en funcio de la base
1]z |'| (LMo )= L2l ol o
i1
Llavors obtenim un sistema de tres equacions
Y 0,630 j=1,2,3

amb n incognites. Si el rang de la matriu a; és h (<n) es podran elegir p=n-h incognites &
arbitrariament. Designem el conjunt d’exponents per &« amb i=1,...ni k=1,..m, i formem els
monomis adimensionals

n

m, = |'| EAE k=1,..m

i=1
Ara, en la funcio homogeénia f(x,... X,) S agrupen les variables formant-hi els monomis 7z i
s obtindra la funcio F(7g,...75). D’ aguesta, hom pot aillar-ne un monomi, per exemple 7z, i
escriure
75= §(7%,...7)

gue resumeix tota la informacié que hi pot proporcionar I’anadlis dimensional. En cas que
nomeés es trobe un monomi, tindrem

F(78)=0, 72=F*(0) i, doncs, 7% =constant.



El teorema de I pot usar-se per establir la dependencia funcional entre les variables
gue intervenen en unalle fisica, pero no la funcié concreta, tal com veurem en el's exemples
seguents.

Exemple 1.- Es pensa que la velocitat, v, del so en un medi gasds depen de la pressio,
p, ladensitat, pi lamassamolar, M, del gas, i volem esbrinar €l tipus de dependencia. Posem
gue larelacio cercada és

f(vpoM)=0
i formem el monomi
m= (LT Y (ML'T?) (ML) > M*
gue ca que sigaadimensional, ésadir, s'had acomplir
&- &-3&=0
&+ &+ &=0
- &-2 &=0

Lamatriu del sistema és de rang 3, de manera que podem fixar una incognita arbitrariament i
nomes hi pot haver un monomi adimensional. Ates que volem aillar la velocitat, farem &=11,
en consequencia &=-&=1/2 i &=0, ésadir, la dependencia funcional haura de ser

Vpl/Zp—]JZ: K
0 bé, finalment

Exemple 2.- Es vol estudiar la for¢a d arrossegament, F, que un fluid de densitat p i
coeficient de viscositat 7 que es mou amb una velocitat v exerceix sobre una esfera de
diametre d situada al seu si. Un estudi experimental a cegues ens portaria a prendre, posem
per cas, 20 valors de cadascuna de les variables v, p i i 100 valors de d; exigiria, doncs,
800.000 experiments. L’analis dimensional permet simplificar I’estudi tal com veurem tot
seguit. Posem que larelacio entre les variables és

f(F,dv, p, n)=0
i formem e monomi adimensional
m=(MLT )" L>(LT ") (ML) (ML 'T™ ")

gue ens proporciona un sistema d equacions amb matriu ampliada de rang 3. EI nombre de
monomis que es poden formar és 5-3=2, corresponents a |’eleccié arbitraria de dues
incognites. Si fem &=11i &=0, obtenim &=&=-21 &=-1i aixi

ri=Fd2ar2pi=F/ pd2v2
Mentre que si prenem £=01 &=1, resulta

8=n(dvp)'= nl pdv

Larelacio entre els monomis s'escriu 75=¢ (78) , GO €S

F=pdvz é(nl pdv)

i ens mostra que nomeés caldra fer I’ estudi experimental del coeficient d’ arrossegament F/ p

da2 per a, posem, 100 valors del parametre Re=pdv/n) que es coneix com a nombre de
Reynolds.



Exercici 1: Hom sap que €l periode, T, de les vibracions d' una gota esférica depen del seu
radi, r, ladensitat, pi latensié superficia o. Proveu que T =A 32 p2 g2,

Exercici 2: Empreu € teorema de N per esbrinar la dependencia del periode, T, d’un pendol
amb la seua longitud, |, la seua amplitud angular @i la seua massa m, i |’acceleracié de la
gravetat, g.



. TEMA 2 )
ANALISI I REPRESENTACIO DE DADES

2.1.- Errors i xifres significatives.

Tota mesura implica la utilitzacié d’amenys un instrument del qual hom coneix la
sensibilitat o variacié minima de la magnitud que pot detectar. En canvi, la precisié de la
mesura esta relacionada amb la seua reproductibilitat, és a dir, la capacitat de donar el mateix
resultat en diferents mesures realitzades en identiques condicions; pot minvar pel fet d emprar
aparells defectuosos, de fer-ne un Us incorrecte o per la presencia de factors que distorsionen
lamesura. En conseqgiiencia, quan es mesura una magnitud el resultat esta sempre afectat d’ un
cert error que depén de la sensibilitat de I'aparell de mesura, del procediment emprat i de
I’habilitat de I’experimentador. De fet, S es repeteix |la mesura unes quantes vegades els
resultats es distribueixen a voltant d’un valor central. Quan aguesta distribucié es correspon
amb una gaussiana es pren €l valor central 0 mitja, <x>, com avalor real de lamesura, i la
desviaci6 quadratica mitjana com a error; aquest darrer €s, doncs,

N ) N
Z(xi-<x>) fo-N<x>2
- i=1

gx:(]': i1 =
N-1 N-1

el resultat s'escriu <x> %0, i al’error o seli asigna unafiabilitat del 68%, ésadir, hi hauna
probabilitat del 68% que el valor veritable es trobe dins I'interva (<x> -g, <x> +0). Com
més gran siga el nombre N de mesures realitzades menor resulta la desviacié quadratica
mitjana, i en la practica aguesta estimacio de |’ error s accepta a partir de N=10 o 20.

Si e nombre de mesures és menut (3 o 4) se sol prendre I’ error com la semidispersio
maxima

gue té I’inconvenient que no pren en consideracio la majoria de les dades, en particular
aguelles que es troben proximes al valor central. De vegades s utilitzal’ error de dispersio:

E = xmax B xmm
t 4
Un dtravaloracié del’ error consisteix a prendre’| com a desviacid mitjana absol uta,
1 N
£, .= — |xi- < x>|
N =1

normalment poc usada pel caracter no analitic del valor absolut, perd, no obstant aixo, més
fiable per a distribucions de mesures no gaussianes amb punts de cua significatius.

En ocasions, per les causes més diverses poden apareixer entre les mesures dades sospitoses,
gue es poden identificar pel criteri practic que cauen forade I'interval (<x> -30, <x> +30).
La probabilitat que una dada caiga fora d' aquest interval és del 0,3%; llavors, i sempre que €
nombre de resultats sospitosos siga petit comparat amb el total, esta justificat eliminar-los i
tornar afer elscalculs.

El nombre que permet comparar les precisions en les mesures, adhuc de magnituds
diferents, és1’error relatiu, &(X)=&X)/x.

Molt sovint, una magnitud, z, es determinaindirectament fent-hi les operacions adients
sobre els valors de les magnituds, X, y ... que s obtenen per mesura directa. Si aquestes venen



donades amb llurs errors maxims i es pretén obtenir també e valor maxim de |’error de z,
suposant-hi que els errors de les mesures directes no es compensen, llavors

0z 0z

0x dy

on els valors absoluts donen compte de |’ abséncia de compensacié esmentada. Per contra, Si
els errors de les mesures directes son estadistics, ¢o és, si coincideixen amb les desviacions
estandard, llavors es compensen entre si i I’ error del resultat és

0z ? 0z ’
£.=.|B—¢ H +H—¢ H +..
Hay H an yH

aguesta és I'estimacio més emprada, encara que €ls errors de les mesures directes siguen
maxims o de sensibilitat.

A e L

y

Tal com jas hadit, € valor numéric d’ una magnitud cal escriure’l sempre amb |’ error absol ut
que |’ afecta, la qual cosa ens du a introduir el concepte de xifres significatives. son els digits
gue constitueixen el valor d una magnitud exceptuant-hi els zeros que indiquen I’ ordre de
magnitud. Per exemple, 10.500= 105107 té 3 xifres significatives i 0,0160=1,60-10 també en
té 3. A I'horad escriure el valor d’unamagnitud s adopten el's seglients criteris practics:

1- L’ error s expressa amb només una xifra significativa si aquesta és diferent d’'1, i amb dues
s laprimeraés 1.

2- En e valor de lamagnitud ca arribar finsal’ tltim ordre decimal amb que s escriu I error.

Aquests criteris ens porten a la necessitat d’arrodonir els valors numerics obtinguts
mitjancant calculs, cosa que es fa atenint-se a criteri que si la primera xifra negligida és
major que 4, I’ tltima xifra conservada s augmenta amb una unitat, mentre que s és menor o
igua a4, I’ tlitima xifra es deixa igual. Com a exemples de bona i mala escriptura donem els
seguents:

Malament Bé
3,4180+0,123 3,42+0,12
6,3+0,085 6,30+0,09
46288+1553 (4,63+0,16) «10*
428,351+0,27 428,4+0,3
0,01683+0,0058 (1,7£0,6) «102

Els conceptes que s’acaben de donar tenen un contingut practic i, per tant, convé fer-
ne un bon Us i tenir una idea de llurs limitacions. Quan es mesura una magnitud, el que tenim
¢s un conjunt de valors que normalment estaran distribuits al voltant d’un valor central;
aquest es pren com a valor real, i la desviacid estandard com a valor de la dispersio. Per tal
que siga una estimacid acceptable és preferible disposar d’almenys 10 dades. Ara bé, sovint
I’error de sensibilitat és superior a la desviacido estandard, per exemple, si es mesura
I’amplaria d’un full A4 amb un regle de 60 cm graduat en mil-limetres és absurd fer-ne 10
mesures, que donaran sempre el mateix resultat. Només en cal fer una i assignar-li I’error de
sensibilitat. Una altra cosa seria mesurar les dimensions d’una habitacié amb el mateix regle
anterior. Una dosi de bon criteri és, doncs, necessaria. D’altra banda, de vegades els resultats
de les mesures no es distribueixen normalment, és a dir, seguint-hi una llei gaussiana, i cal
aplicar-hi altres meétodes estadistics.

2.2.- Representacio grafica de dades.



El treball ordinari al laboratori consisteix a fer mesures de magnituds 1 esbrinar si hi
ha alguna relacié entre elles, bé sense saber d’antuvi si n’hi ha o bé per comprovar una
possible relaci6 deduida teoricament. El procediment més efica¢ per veure-ho consisteix a
representar graficament els valors de les dues magnituds considerades (si la dependéncia és
multiple es poden mantenir constants en 1’experiment totes les magnituds tret d’una). Pot
ocorrer que els punts obtinguts se situen proxims a una recta, i llavors la relacié entre les
magnituds és lineal i cal obtenir els dos parametres que la defineixen, el pendent i I’ordenada
a I’origen. Si els punts estan molt ben agrupats sobre una recta, el més rapid és tracar la linia
amb un regle i mesurar-ne els parametres, perd adhuc en aquest cas, i particularment si els
punts es distribueixen de manera difusa, el procediment a emprar €és 1’anomenat de minims
quadrats. Consisteix a prendre el pendent i I’ordenada a ’origen de la recta per a la qual la
suma dels quadrats de les diferéncies de les ordenades obtingudes experimentalment i les de
I’esmentada recta siga minima. Posem (x;):), i=1,2...,N, els punts obtinguts 1 y = mx + n,
I’equacio de la recta cercada, on m 1 n sén les incognites. Cal construir les sumes segiients:

P:ZX,',' szyl‘,'R :ZX,'Z,'S:ZX,')/,',' TZZy,»Z
1 llavors,

m_SN-PQ' n_RQ-PS

RN-P*’ RN - P’

Pot ocorrer que la relacid entre x i y siga de proporcionalitat, és a dir, n = 0 , i

I’expressio del pendent se simplifica, ja que llavors, RQ =PS i

m_EN-PQ/S_EN-PZ/R_E
RN-P*/R RN-P*/R R

Un indicador de la bondat de I’ aproximacié del navol de punts a la recta el dona el

coeficient de correlacié lineal, r, que el déna
NS - PO
JNR - P*)(NT - 0*)

El seu valor és comprés en ’interval (-1, 1) i com més proxim a la unitat millor és ’ajust.

Necessitem concixer també 1’error del pendent, i la manera més senzilla és fer una
translacié de valor n en les ordenades, y’; = y; — n , amb la qual cosa la nova recta, paral-lela a
’anterior, passara per ’origen 1, per consegiient, m = S/R , on S’ €s la suma S avaluada amb
les y’.. El calcul de I’error es fa seguint el procediment ja presentat:
|£ (S')| . |S'£ (R)|

R R

on &S°) = Zex)y’i + Z&(’) 1 &R) = 22x:E(x).

Ara bé, no sempre les magnituds estudiades guarden una relacio lineal, perd 1’eficacia del
metode indueix a aplicar-lo en casos no lineals buscant-hi la parella adient de funcions que si
que depenen linealment. Vegem-ne uns quants exemples:

6. Funcio potencial, y = kx".
Si n és conegut cal representar y enfront de x”, encara que si n<1 convé fer la grafica de

"™ en funcio de x.

Si n no es coneix s’ha de representar logy = nlogx + logk enfront de logyx, i el pendent és

n i I’ordenada en I’origen logk. Per evitar tabular els logaritmes, el més rapid €s usar el

paper doble logaritmic, on els eixos ja son graduats en escala logaritmica.

7. Funcid exponencial, y = ae™.
Com que logy = loga +(bloge)x, convé representar logy en funcid x, o més senzill, portar
els punts al paper semilogaritmic, en el qual només 1’ordenada esta en escala logaritmica.
8. Doble relaci6 inversa, y' =a x' + b.
S’ha de representar y’ enfront de x .
X
a+ bx
La grafica de //y enfront de //x té un pendent a i1 ordenada en I’origen b.
5- y=ax’ +bx +c.

v =

¢ (m) =

4- y=




En aquest cas cal prendre un punt (x,y;) del conjunt i representar (y — y;)/(x — x;) en
funcio de x, cosa que donara una recta de pendent a i ordenada en 1’origen b+ax; . Si ¢ €s
zero €s convenient prendre 1’origen com a punt de referéncia.
X

- = +
6y at bx ¢
La grafica de (x-x;)/(y-y;) en funcié de x és una recta de pendent b+x;b’/a i ordenada en
I’origen a+bx;.

bxt ex?

7- y= ae
D 1/(x=x;) D
Llavors cal representar 10gDHl [ enfront de x o, una vegada més, usar el paper
N

semilogaritmic.



TEMA 3
MESURA DE POSICIONS, TEMPS I MAGNITUDS
RELACIONADES

3.1.- Mesura de longituds, superficies i volums.
A I'hora de mesurar longituds compreses entre uns quants centimetres i com a maxim un
metre I’instrument més utilitzat és € regle, graduat normalment en mil-limetres, encara que
cada vegada son més comuns els graduats en mitjos mil-limetres. L’ anic que cal fer és
superposar el regle sobre I’ objecte a mesurar
i restar les lectures de la fi i del principi.
Quan les longituds a mesurar son d’ aguns
centimetres i es vol aconseguir una major
=83 precisio hom disposa del calibre o peu de
— el R re, (fig. 3.1), instrument molt versétil que
T L serveix per a mesurar gruixos de peces,
profunditats i diametres de tubs i altres
longituds. Lamajor sensibilitat del peu de rei
S aconsegueix mitjancant un nonius o

Fig. 3.1 escala
mobil graduada en unitats |leugerament

1] 1
m ||T m
T
[v] 1
inferiors a les que hi ha en € regle o escala fixa (Fig.3.2).
0 10
mmmm
tilui)
0 1
(a (b)

Fig. 3.2 (a) m=9, n=10. (b) x,=0.4u.

S anomenem u i U les unitats de les escales fixa i mobil respectivament, la
sensibilitat de I'aparell es defineix com s = u-u'. Suposem que I'extrem de |’objecte a
mesurar cau entre dues divisions de I’ escala fixa; llavors, lalongitud sera X = Xg+ X, 0N Xo €S
un nombre enter de divisions i x;<u. Portem ara I’origen de I’escala mobil a I’extrem de
I’ objecte i comptem el nombre, N, de divisions que hi ha fins a la primera coincidéencia amb
unadivisio delafixa; llavors

X1+ NU = Nu i X1 = N(u-u’) = Ns
Estriasempre u’ com unafraccio racional deu: u = (m/n)u, amb m<n; aixi,
s=(n-mu/n i x = N(n-mu/n

Per exemple, s les divisions de I'escala fixa son mil-limetres i es pren v’ = (9/10)u , la
sensibilitat sera de 0,1 mm, i I’excés x; per damunt, I’Ultima divisié sera igual a tantes
decimes de mil -limetre com divisions es compten fins ala primera coincidencia.


http://es.wikipedia.org/wiki/Imagen:Calibre_g0000.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/f/f7/Calibre_g0040.svg

Exercici. Prengueu un regle graduat en mil-limetresi el seu nonius, que té una longitud de 49
mm i esta dividit en 50 divisions. Una certa mesura proporciona una lectura de 23 mm i
escaig, tal que la primera coincidencia entre les escales es dona a les 14 divisions. Trobeu la
sensibilitat de |’ aparell i € valor de lamesura.

Un altre aparell que serveix per mesurar gruixos petits és el cargol micrometric o palmer
gue essencialment consta d' un cargol de pas de rosca, h, conegut, amb el qual es gradua una
escala fixa. Per augmentar-ne la sensibilitat, al tambor que fa girar el cargol se li afexeig un
disc dividit en N divisions, essent normalment N = 50 o0 100. Aleshores, la sensibilitat és h/N
(Fig.3.3).

Si hom vol mesurar longituds
més petites és imprescindible
usar microscopis i aplicar els
metodes anteriors per
determinar els excessos sobre
una divisié. D’dtra banda, si
es vol coneixer e gruix molt

Fig.
33 menut d’ un objecte transparent a un tipus de radiacié hom pot fer
Us de metodes interferomeétrics, basats en |’ observacié de maxims i minims de la intensitat
transmesa en fer variar la frequéncia de lallum. En efecte, el coeficient de reflexio per a una
pel-liculade gruix d i index de refraccié nval:

_ 4rcos’ k,d
1+ 7+ 2rcos2k,d

2
on r= Hl_—nH , k=2mA = dlc i k= 2mA; = nalc. Latransmissio és maxima quan R

01+ n(
=0, coés, pera
0w - (2m+ e
2nd

Entre dos maxims consecutius hi ha una diferencia de frequéncia Aw = rc/nd , o bé
unadiferéncia de longitud d ona AA = A%2nd , relacio que ens permet deduir d. L’ error dela
mesura depen de la precisié amb qué es coneixen I’index de refraccié i la longitud d’ ona; si
hom usa laliniarojadel Cd, A = 6,438¢107 m, que es coneix amb una precisié d’una part en
1,6107, I’ error relatiu d’ aquesta és 1/1,6+107 = 6,2510%.

Quan es descendeix a nivell atomic ca emprar procediments cada vegada més
indirectes perd d'una fiabilitat extraordinaria; per exemple, les estructures cristal-lines es
determinen per difraccio deraigs X.

Per a les distancies intermedies, com ara les que es donen en I’ agrimensura, se solen
usar cintes metriques. Tanmateix, si un dels extrems no és
accessible, per exemple, si hi ha pel mig un riu, hom ha de recérrer
al metode de triangulacio (Fig. 3.4). Consisteix aescollir un objecte
fix, A, de referéncia en e costat inaccessible, i ainear-hi, en la
direcci6 de la distancia a mesurar, dues estagques, B i C. Tot seguit,
en direccid perpendicular a BC i des de B es claven atres dues
estaques, D i E, adistancies BD i DE conegudes. Llavors es traca
per E laperpendicular aBE, ésadir, para-lelaaAC, i sobre  Fig.

: 34 aguesta se cercael punt A’ aineat amb D i A. Com
gue €s triangles ABD i A’ED sbn semblants, es pot determinar la distancia AB =
(BD/DE)A’E.




Distancies terrestres més grans que les que acabem de descriure i moltes distancies
astronomiques es poden determinar mitjancant la paral -laxi, que és el canvi de posicio relativa
d’un objecte proxim respecte d’'un altre llunya quan s observa des de dos punts diferents. Per
exemple, poseu un dit davant del ulls, mireu-lo tancant alternativament un ull i I’altrei veureu
com la seua posicio relativa a un objecte apartat canvia. Obviament, el desplacament depén de
la separacié entre els dos punts d observacid, en aguest cas els dos ulls, que formen
I’anomenada linia de base. Si aquesta separacio és molt gran, es poden avaluar distancies per
a objectes molt Ilunyans. En astronomia, per mesurar les distancies dels planetes es prenen
linies de base al llarg d’ un hemisferi. Per a un astronom situat ala Terra, lalinia de base més
gran de queé pot disposar és & diametre de I’ ecliptica; hi ha estels que son tan lluny que Ilur
posicié no canvia adhuc a llarg de milers d'anys: son els anomenats estels fixos i es prenen
com a referéncia per determinar les distancies dels estels més proxims. Allo que es mesura
estels fixos son els angles a i B sota els quals es veu I’ estel respecte dels
estels fixos en dues posicions de la Terra separades per mig any
(Fig. 3.5). Ta com esveu en lafigura, s acompleix que
s d=rcotga=scotgB; r+s=2a
. on a és e semidiametre de I’ orbita terrestre.

Za D’ aci resulta

d = 2a/(tga + tgp).

Fig. 3.5 La mesura de superficies i
volums es basa en el mateix concepte en qué s’ inspirala mesura de longituds: triar una unitat
convenient i comptar quantes vegades cap dins la superficie o volum que es vol conéixer. Les
unitats que s han de prendre son quadrats o daus, segons €l cas, tan petits com calga per tal de
limitar I"error de la mesura dins els marges establerts. Com que aquest metode directe en
ocasions no és gaire practic, sobretot quan es tracta de volums, s han ideat procediments
aternatius. Si es tracta de superficies o volums gque es poden reduir a combinacions de figures
de les qual es coneixen les formules matematiques per al’area 0 € volum, & més senzill és
mesurar les longituds corresponents i aplicar les expressions esmentades. En particular, si la
superficie es pot descompondre en triangles arbitraris, I'area de cadascun d'ells es pot
determinar mesurant-ne els costats i aplicant-hi laféormulad'Heré (s. 1 a. J. C.):

S=p(p-a)p-b)p- o)

ona bicsonedscostatsi p = (a+b+c)/2, & semiperimetre. Per a una superficie irregular
hom pot fer una copia de paper de densitat i gruix coneguts, pesar-lai deduir-nel’area. Si el
volum incognit és irregular es pot avaluar omplint-lo d'aigua i mesurar-ne després el volum,
per exemple amb una proveta o pesant-la.

v oy

3.2.- Determinacio de posicions, velocitatsi acceler acions.

A fi d’analitzar un moviment, el primer que necessitem és un procediment per mesurar
el temps. Totes les mesures d'intervals temporals tenen com a referencia la comparaciéo amb
un fenomen periodic, € periode del qual és ben conegut; com més petit siga aquest, menor
sera |’ error de la mesura, pero, igual que passa amb les mesures de longitud, e procediment
més convenient depén de la durada a mesurar. En €els rellotges mecanics la part del
mecanisme que té un moviment periodic és un pendol o un volant, les oscil-lacions del qual es
transformen en un moviment circular mitjancant un sistema de rodes dentades; a més,
disposen d'un sistema regulador de les oscil-lacions. L’energia la subministra la gravetat o
una molla. En canvi, en €els rellotges eléctrics € volant e mou un electroimant alimentat per
unapila. Els rellotges electronics aprofiten laregularitat de les oscil -lacions d' un diapaso (360
Hz) o d'un cristall de quars (8192 Hz) i llur estabilitat s aconsegueix amb un circuit eléctric.
Aquests tipus de mecanismes son els usats en els cronometres que, a més a més, disposen
d’'un boté d'engegada i parada. Llur precisio es troba a voltant de les décimes de segon per



dia. Finament, els rellotges atomics es basen en I'estabilitat de la freqiéncia de les
transicions entre nivells el ectronics de determinats atoms; un cristall de quars genera una ona
electromagnética que absorbeixen els atoms quan la freqléncia coincideix amb la de la
transici6 atomica; si |’ oscil-lador es desvia |’ energia no s absorbeix, passa a través dels atoms
i mou un servomecanisme gue corregeix la freqliéncia d oscil -lacio. La seua precisié arriba a
menys d’ un segon en 10 segles.

Quan s utilitza un cronometre manual, alo que més afecta la precisié de la mesura és la
rapidesa de I’operari. Aquest inconvenient es pot eliminar en molts casos fent Us d’'una
cél-lula fotoeléctrica que engega o atura € cronometre segons si passa 0 no la llum. En les
mesures temporals relatives a un pendol 1a combinacio del cronometrei la cél-lula pot prendre
diverses modalitats:

Modalitat péndol. El crondometre s'engega quan €l feix de llum Sinterromp per primera
vegadai es paraalatercera; aixi dona una mesuradel periode.

Modalitat impuls. Compta les vegades que s hainterromput el feix.

Ambdues modalitats permeten determinar e periode del péndol amb el qual avaluar
I"acceleracio de la gravetat mitjancant la coneguda relacio
amplituds petites, tals que es puga aproximar € sinus de

T=2n \/z
4
I’angle maxim per I'angle. Per a amplituds majors
— I”equacid del moviment, prenent com a variable I’angle
Brespecte de lavertical, és (Fig. 3.6)

2

Ara bé, aguesta expressidé és nomeés vaida per a

ml % = -mgsinf
de la qual hom obté una integral primera multiplicant-hi
]112511\&“ per 3 = dddt , i que no és sind I'expressié de la

conservacio del’ energia

H.Z
%D%-wzcosegz 0
{ ]

on g = g/l. Enresulta

g = V2w \[[cosb - cosb,)

on & ésl’amplitud. Se'n despren que
Fig. 3.6 el periode equival a
T b df
47 o Joost cont,
Expressant-hi els angles en termes dels angles meitat i fent el canvi de variable
sin(@2) = sin(6,/2)sing

S obté



re LY i
W L \/l-sm #,/2)sin*¢

que és una integral €l-liptica de primera especie, els valors de la qual son tabulats. S
I’amplitud de les oscil-lacions no és gaire gran es pot desenvolupar I'integrand en serie de
potenciesi trobar que €l periode equival a:
T-Z—ITDHl 9°+isin46—°+...u

we 4 2 6 2 H
C)_Modadlitat porta (gate) (Fig. 3.7). El cronometre comenca a comptar quan el feix
sinterromp i es para quan hi torna a passar llum. Sutilitza per mesurar
I"interval curt de temps que triga a passar el pendol per davant la cél-lula i
permet avaluar la velocitat instantania del péndol. Estrictament, qualsevol
mesura d' una velocitat instantania ho és d'una velocitat mitjana en un curt
interval de temps. Aixi, si hom vol determinar la velocitat maxima del cos
pendular, posat un cilindre de radi r, €l que € cronometre en modalitat gate
proporciona és el temps t; que triga a passar per davant de la cdl-lula i, per
divisio, vim =21/ t; , @ comparar amb la maxima, vo . D’acord amb el que s ha
dit adés,

Vo = |é o— 2|C(Hn(90/2)

cel.lula

- 2, df
Fig. 3.7 1 ,[o \/Ew\/m

on 6 U tg 8 = r/l. Com que 6, és petit, I'integrand es pot desenvolupar en serie després de
posar-lo en termes dels angles meitat; laintegracié ésimmediatai déna

D 0
_ 2, §: U
D1+ —BD
9 0 6sin? 20
i 2 8
D’ aci s obté larelacid entre lavelocitat maximai la mesurada
0 2 0
08 F

Una manera d’'analitzar un moviment és fer Us d un estroboscopi, instrument que
permet visualitzar el cos mobil aintervals regulars de temps. Una primeraversio consisteix en
unalampada de flaix que s’ encén un breu instant diverses vegades de manera periodica. Aixi,
per exemple, s opera en una cambra fosca on es mou I’ objecte en presencia d’ una camera
fotografica amb |’objectiu obert permanentment, a la pel-licula en guedara gravada la
trajectoria. Un altra classe d' estroboscopi és simplement un disc giratori amb escletxes que
substitueix la lampada del cas anterior i S utilitza per mesurar velocitats angulars. Imaginem
en primer lloc que € disc giratori té€ nomeés una escletxa i es col-loca de manera que a través
Seu es pot veure un senya marcat en laroda de la qual es vol conéixer la velocitat de rotacio.
Si els periodes de rotacié dels dos discs son iguals la posicio de la marca coincidira cada cop
amb la de I’escletxa i fara |’ efecte que no es mou. Ara bé, si I’ estroboscopi té N escletxes la
coincidencia esmentada es donara quan la velocitat angular d’aguest siga igual w/N, molt
menor gue la velocitat angular a mesurar, w . Tornem a cas senzill d’'una escletxa: la



immobilitat aparent de la marca no ocorre només quan wiguala la velocitat angular de
I’estroboscopi, cw , SiNd que es produeix sempre que en siga un multiple enter,
w=w, 2w, 3w ... laqua cosasignifica que per conéixer wel que cal ésanar fent créixer w
fins arribar @ maxim valor per a qual esveu quietalamarca, i aquest sera el valor de w(wN
s hi ha N escletxes).

Per a moviments rectilinis, com ara €l que té lloc sobre un carril d'aire a laboratori,
sutilitza € sonar, aparell que susa molt sovint per fer radiolocalitzacié submarina.
Consisteix en un emissor i receptor d ultrasons amb un microprocessador que avaua les
variables objecte d estudi. Per poder fer € seguiment de I’ objecte mobil € sonar ha d enviar
impulsos ultrasonics de manera periodica, posem, amb un periode T; de fet, els impulsos son
trens d’ ona de curta duracid, 7, i aguests intervals temporals determinen els limits de treball
del’aparell. En efecte, €l temps que trigaun tren d’ ones a arribar a mobil des que s emet i, en
ser reflectit, tornar a sonar val 2r/v, si r ésladistancia a qué es troba el mobil i v la velocitat
del so. Com que cal identificar singularment cada tren d ones, és a dir, cal que arribe a
detector abans que surta el tren seglient, €l temps calculat ha de ser com a maxim el periode,
T; en altres paraules, € periode fixa la maxima distancia a que pot estar el mobil del sonar,
gue és D=VT/2. D’altra banda, per tal que no s encavalque en el detector €l principi d’ un tren
d’ones amb la seua part final, cal que e temps invertit a anar i tornar supere la durada del
tren, co és, la minima distancia a que es pot trobar e mobil és d=v1/2 . Vaors tipics en un
aparell de laboratori son =2 msi T=14 ms, els qual fixen les distancies minima i maxima
d’ operaci6o en d=34 cm i D=238 cm. Amb aguest procediment, queden automaticament
registrades les posicions del mobil aintervals T i, per derivaci6, lavelocitat i I’ accel eracio.

Les acceleracions de vehicles poden determinar-se directament amb els
acceler ometres, que estan basats en la comparacié amb I’ acceleracio de la gravetat, g: una
massa suspesa d' un punt solidari del vehicle que porta una acceleracio a es desvia de la
vertical formant un angle a tal que tga = a/g . De fet, la massa és |’element pesant d’un
pendol fisic que en I’extrem oposat a la massa disposa d’ una agulla que marca sobre un
guadrant I’angle en qué es desvia €l pendol. Una variant d’ aquest aparell aprofital’ orientacié
de la superficie lliure d’un liquid, que ha de ser normal alaforca efectiva (gravetat més forca
d’inércia, -ma) que actua sobre € fluid; aco significa que la perpendicular a dita superficie
forma un angle a amb la plomada, que és € mateix que forma la superficie lliure amb
I"horitzontal, tal quetga = a/g .

Tambeé es pot mesurar I’ acceleracio, sense comparar-la amb la gravetat, determinant la
pressid que produeix la forca d’inércia sobre una superficie coneguda mitjancant un cristall
piezoeléctric, € funcionament del qual s explicaraen parlar de les mesures de pressio.

Finament, un aparell extremadament versatil que permet estudiar els moviments
periodics és |’ oscil -loscopi. Laversié més senzilla consta d’ un tub de raigs catodics on € feix
d’ electrons es pot desviar tant verticalment com horitzontalment amb e camp eléctric
respectiu creat per unes plagues a les quals hom aplica una diferencia de potencia eléctric.
Obviament, e que es necessita en primer lloc és transformar la variable mecanica a
determinar en un senyal electric proporcional; aguesta tensié s'introdueix en les plaques de
desviacio vertical i fa que la taca puntua que el feix produeix sobre la pantalla es desplace
proporcionalment amunt o avall. En aquest sentit, |’ oscil loscopi funciona com un voltimetre i
realment, si la variable analitzada és estatica, resultaria més convenient emprar-hi un bon
voltimetre en el seu lloc. L'interes de |'oscil-loscopi rau en la possibilitat de donar
representacions de variables dinamiques periodiques, per a la qual cosa cal aplicar-hi
simultaniament a les plaques de desviacio horitzontal unatensio en forma de dent de serra, és
a dir, proporcional a temps durant un interval T, anomenat base de temps, que es repeteix
consecutivament. El circuit que genera la dent de serra es troba incorporat en tots els
oscil -loscopis. Aixi esté unadesviacio horitzontal, x = vt , al mateix temps que una desviacié
vertical, y = f(t) , on f éslavariable periodica estudiada. En definitiva, €l feix descriu sobre la
pantallauna corba y = y(x) = f(x/v) que és una reproduccio de lafuncié estudiada. Cal afegir-



hi que perque aguesta representacio es mantinga estacionaria € periode de la variable ha de
ser un divisor de la base de temps i han d anar sincronitzats, cosa que |’ aparell permet
controlar.

Tal com jas hadit, I’oscilloscopi és un instrument amb una multiplicitat de possibilitats,
per exemple, pot servir per a mesurar |’amplitud d’'una variable harmonica; €l seu periode
mitjancant la base de temps o la diferéncia de fase entre dues d’ elles de la mateixa freqiiencia.
Aquesta Ultima es pot fer de diverses maneres, que passem a descriure:

- Amb un oscil-loscopi proveit de dos canals sintrodueix cada senya per cadascun
d'ellsi es veuran a la pantalla dues corbes sinusoidals; la diferencia de temps entre dos
maxims o dos zeros consecutius d'un senya i de I'atre, llegida en |’escala temporal,
proporcionala diferéncia de fase multiplicant-ho per la freqiiéncia angular.

- S en comptes d emprar I'eix horitzontal com a coordenada temporal s introdueix un
senyal en I’eix vertical i I’altre en |" horitzontal, la figura resultant és una el -lipse, que pot
degenerar en una circumferéncia o un recta, i I'orientacié de la qual ens dona el
desfasament. En efecte, si els moviments harmonics son

X= XoCOSt , Y = YocoS(at +¢)
en eliminar el temps s obté |’ equacid

Xy 2y cosy = sin’ ¢

2 2
Xo Yo X*)o

e S que correspon a una €-lipse, € semieix
/’f N L major de la qual forma un angle x amb I’ eix
'\'""\-\_

d’ abscisses de manera que (fig. 3.5)

2x
1g2) = — 0y02 cosf Fig.

Xo = Vo

3.5.- Xo=5, yo=3, ¢=45°, X =26,49°.

Quan ¢=0,1t, I’equacio de d-lipse es redueix ala d'una recta de pendent gy = t y,/x,;
quan ¢ =172 I'el-lipse es refereix al seus eixos principals, i st a més les amplituds sén iguals
esredueix aunacircumferéncia.

- Sobre I’él-lipse anterior cal mesurar I’alturay = a a que tallaal’eix vertical i tambée
I"’ordenaday = b corresponent al punt de tangent horitzontal. Les equacions parametriques
de la corba ens diuen que

a=+ysin? i b=zxy

i, per consegiient, sin® = a/b = 2a/2b . Convé prendre les distancies entre els extrems,

2a 1 2b per tal de reduir ’error relatiu a la meitat.



TEMA 4
MESURA DE DENSITATS. CENTRE DE GRAVETAT

4.1.- Densitat de solids i liquids.

Atés que la densitat es defineix com la massa per unitat de volum, la seua
determinaci6 implica dues mesures: de massa i de volum, i la d’aquest és la que presenta
major dificultat i la que es pot fer pels procediments ja indicats. En general, les mesures de
densitats es basen en I’aplicaci6 del principi d’Arquimedes, que diu que quan un solid es
troba en el si d’un fluid experimenta un empenyiment cap amunt igual a pes del fluid que
ocuparia el volum del solid. Practicament sempre que es mesura la densitat d’un solid, el fluid
emprat és 1’aigua; llavors es parla d’empenyiment hidrostatic que, si 0, ¢€s la seua densitat,
pren el valor E,=m,g=p.,Vg,on Vés el volum i g I’acceleracio de la gravetat. Llavors es té
que

p=m/V)=mpg/Vo.g =Pp./E,=m p,/m, 1 p/p. =m /m,
¢s la densitat relativa. Normalment les mesures de densitats de solids tenen lloc en preseéncia
de I’atmosfera i, d’acord amb el principi d’ Arquimedes, estaran afectades per I’empenyiment
atmosféric de manera que, si cal, s’hi hauran d’introduir les correccions adients. Depenent de
les condicions fisiques en que es troba el solid s’utilitzen diferents procediments.

Balanca hidrostatica. No és sind una balanga amb bragos desiguals, un per col-locar

A

Fig. 4.1-a) b) C)

M M

les peces 1 ’altre amb un ganxo d’on es pot suspendre el solid en estudi, la densitat del qual
ha de ser major que la de ’aigua (fig. 4.1). El procediment consta de tres passos: a) Es penja
el cos 1 s’equilibra la balanga posant en 1’altre bra¢ unes peces de massa M, que ja no es
tocaran en la resta del procés; es tindra que M = m + Am, on m és la massa del cos,
desconeguda, i Am la diferéncia de massa entre el dos bragos. b) Es lleva el cos i s’equilibra
de nou la balanga col-locant-hi les peces necessaries, que ens donaran el valor de m. c) Es
penja un altra vegada el cos i s’introdueix dins d’una proveta o vas amb aigua fins que quede
totalment submergit, i se substitueixen les peces m per unes altres m’ que restableixen
I’equilibri; ara es tindra que M = m + Am + m’ - m,, on m, és la massa de 1’aigua
corresponent al volum del solid. Se’n dedueix que m’= m, 1, en conseqiiéncia, que p/p, =
m/m’.

La balanga hidrostatica pot emprar-se per mesurar densitats relatives de liquids només
posant-hi un solid determinat 1 prenent nota de les masses m’ 1 m’’ que equilibren la balanca
en submergir el solid en aigua i en el liquid; el quocient m’/m’ és la densitat relativa.

En determinacions de precisio, com que la massa del cos es mesura en 1’aire, cal
introduir-hi la correcci6 de I’empenyiment aerostatic. Designem, doncs, com a m la massa que
es mesuraria en el buit, m, la que és afectada per I’aire i m; la corresponent al solid submergit
en el liquid, és a dir, m; = m - m’, essent m’ la ja definida. Entre elles hi ha les relacions: m
=m,+pV 1 m=m+ PV
d’on aillem m1=m—p1V =ma+(pa- pl)V i V=(ma—m1)/( ,Oz—pa)

1, finalment,



o= (0,-p, |+,

ma_ml

Si no es considera I’empenta de I’aire hom obté la densitat p,. sense corregir,

- mll
p sc pl
ma - ml
que coincideix, evidentment, amb 1’anterior, i en termes d’ella
- pSC - pa
p="(p,-p,)t 0, = pscEI- —H+ 0,
P, P,

Com que p, = 1 kg/m’ i normalment el liquid és I’aigua, o= 10° kg/m’, es té

p=1(0,999p, + 1) kg/m’

Exercici: Un bloc d’alumini pesa 1,00£0,01 N en el buit 1 0,63+0,01 N quan se submergeix

dins I’aigua, la densitat de la qual és o = (1,00+0,01) -10° kg/m’. Esbrineu la densitat de
I’alumini en el buit i en 1’atmosfera.
Picnometre (fig. 4.2). Serveix per a mesurar densitats de solids insolubles
en aigua i que es puguen polvoritzar o reduir a trossets que passen per la
boca del picnometre o matras de coll fi amb un senyal de nivell; per
augmentar-ne la sensibilitat el nivell es fa sobre un tub estret que s’acobla
amb un tap esmerilat. Els passos a seguir son semblants als de 1'as de la
balanca hidrostatica. En un plat d’una balanca de bracos iguals es
col-loquen el cos 1 el matras ple d’aigua fins al nivell, 1 en I’altre les peces
M que D’equilibren. Substituim el cos per les peces m que tornen a
equilibrar la balanga, 1 ja tenim la massa del cos. Ara introduim el cos dins
el picnometre i

Fig. 4.2 tirem ’aigua que sobra fins a enrasar-la amb el nivell; com que
manca aquesta aigua respecte de I’ordenacid primera, caldra afegir en aqueix plat les peces m’
que equilibren la balanga i que mesuraran la massa de 1’aigua eliminada. De nou es t&¢ p/p, =
m/m’.

Una variant que s’empra per mesurar densitats de liquids és el picnometre d’Ostwald,
en el qual el capil-lar amb nivell és la continuacié del tub recipient. Cal coneixer-ne el pes i el
volum, i aixi, pesant-lo ple de liquid se’n determina la densitat. El volum de I’instrument
s’obté omplint-lo de mercuri 1 pesant-lo.

Densimetre. Consisteix en un flotador que té en la part inferior una
cistella on pot posar-se el cos, en la superior un plat i en la zona
intermedia un senyal de nivell. Tot aix0 entra en una proveta amb aigua.
Primerament es col-loca el cos en el plat i també les peces necessaries

per enrasar el senyal amb el nivell de I’aigua. Se substitueix el cos per les
peces m que, de nou, I’anivellen. Finalment, es posa el cos en la cistella i
es torna a anivellar amb les peces m’. Una vegada més, p/p, = m/m’.

També aqui es pot canviar 1’aigua per un liquid 1 llegir les masses per
= obtenir-ne la

Fig. 4.3 densitat relativa, encara que per simplificar el procés el

flotador porta una escala que marca ja directament la densitat relativa; aquest model de
densimetre s’anomena areometre (fig. 4.3).
Balanca de Mohr-Westphal. Consisteix en una balanga de bragos desiguals que s’utilitza per
mesurar densitats de liquids (fig. 4.4). Del brag de mesura, proveit de 10 divisions iguals,
penja un termometre que fa de llast i s’introdueix dins una proveta que conté el liquid. A més,
disposa d’un joc de peces, reiters o cavallers, en forma de U invertida amb ganxets als
extrems, que es poden posar al llarg del brag. N’hi ha de valor unitari, décim i centésim. En
primer lloc es posa aigua en la proveta i s’equilibra la balanga amb el llast submergit i amb
una pega unitaria en la divisio de I’extrem. Aixo marca la densitat unitat, que correspon a una
equaci6 d’equilibri



M+ (m, +m,-p,V: )gd =0

on M representa el moment dels dos bragos totalment nus,
m, 1 m, sOn les masses del reiter i del llast respectivament, o,
la densitat de 1’aigua, ¥, el volum del llast i d el brag de la
balanga.

A continuacid se substitueix 1’aigua pel liquid i es
torna a equilibrar posant els reiters on calga. Si el liquid és
més dens que ’aigua caldra afegir-ne més, mentre que si és
més lleuger s’haura de desplagar el primer cavaller i afegir-
hi els altres divisors

Fig. 4.4 necessaris. Suposem que s’aconsegueix 1’equilibri,
amb un liquid més dens que 1’aigua, posant-hi un altre reiter unitat en la n-sima divisid
comptada a partir del fulcre. La condici6 d’anul-lacié del moment s’escriu ara

M+[(1+0,1n)ym, +m-pV,]gd =0
on p ¢és la densitat del liquid. Restant ambdues equacions 1 dividint-hi per o, s’obté la densitat
relativa

o/0.=1+0,1n(m,/p, V)
Es tria la massa del reiter unitari de manera que m, /0, V;, = 1 1 aixi es t€ que la densitat
relativa es llegeix com la unitat més tantes décimes com indica la posici6 del cavaller. Si la
densitat incognita és menor que la de 1’aigua es pot repetir la deduccidé anterior només
canviant-hi 1+0,1n per 0,1n 1 la densitat relativa la donen n décimes. Quan la condici6
d’equilibri exigeix afegir reiters més menuts, llurs posicions donen les centésimes i
mil-lésimes respectivament.
4.2.- Densitat de gasos.

Els gasos sén molt compressibles i se’n sol donar la densitat en condicions normals, €s

a dir, a 1 atmosfera de pressio i a 273 K, condicions en les quals es pot fer us de 1’equacio
dels gasos perfectes

pV =mRT/M
on p és la pressio, V el volum, m la massa, M la massa molecular, 7 la temperatura i R la
constant dels gasos perfectes. Se’n dedueix que

p=m/V=pM/RT
d’on resulta que la mesura de la densitat es redueix a determinar la pressio i la temperatura.
Amb més precisio es pot determinar la densitat relativa respecte d’un altre gas amb la
balanca aerostatica que no és sind una balanga de precisi6 situada dins una cambra on es
poden introduir els gasos i controlar llur pressio; en un brag hi ha un recipient buit o flotador
que experimenta I’empenyiment del gas que s’hi pose. Normalment la referéncia es fa
respecte del nitrogen a pressidé atmosferica. A aquesta pressio, la densitat relativa és igual al
quocient de les masses moleculars

p/py = M/My (p =po

Per tal de mesurar la densitat del gas a pressio p, s’equilibra la balanga amb el gas i amb
nitrogen a pressions p 1 py, necessariament diferents. L equilibri significa que llavors
P([) =pn(pn), co és, pM/RT = pxMy/RT , 0 bé, pM = pxMy . Aixi, es tindra

M _ Py
M, p
1, com que
oL )
— = erap =p,
My oy pop
resulta, finalment, que
P - Py

Py p



la densitat relativa coincideix amb el quocient invers de les pressions que porten la balanca a
I’equilibri per a cada gas.
4.3.- Centre de gravetat.

El centre de gravetat d’un cos es defineix com el punt on s’aplica la for¢a resultant
(pes) dels pesos elementals de cada element de massa. En altres paraules, és el punt respecte
del qual la suma de moments dels pesos elementals és igual a zero o, d’una altra manera, és el
punt on cal aplicar el pes perque el seu moment respecte d’un punt arbitrari, O, siga igual a la
suma dels moments elementals. Si es pren O com a origen de coordenades, la posici6 del
centre de gravetat, r., , la dona

z r;0mg, = L 0 Z mg;

Com que el camp gravitatori que origina el pes és uniforme, aquesta definicid fa
coincidir el centre de gravetat amb el centre de masses:

z mr,

r, - —
cg z m.
1

i

Si el cos t¢ un volum amb una superficie limit definida analiticament, el més

convenient és determinar el centre de gravetat matematicament, mentre que si el contorn del
cos no admet representacié matematica cal operar experimentalment. Si es tracta d’una figura
plana se suspen des de dos punts diferents, 1 el punt on es tallen les dues verticals ens dona el
centre de gravetat. Una alternativa €s anar provant de col-locar-lo sobre una agulla de manera
que es quede en equilibri. Per a un solid tridimensional caldria fer el mateix pero suspenent-lo
des de tres punts; resulta evident que en aquest cas la interseccid de les tres rectes no és gaire

facil de trobar.



TEMA 5
MESURA DE FRICCIO I VISCOSITAT

5.1.- Coeficients de friccio: estatic, dinamic i de rodolament.

Quan dos cossos son en contacte apareixen forces entre ells que tenen el seu origen en
les interaccions entre atoms o molécules veines. La forma d’aquestes interaccions és, en
general, molt complexa, i conceptualment és del mateix tipus que les que ocorren internament
entre molécules d’un unic solid, anomenades forces elastiques; depenen molt fortament de la
distancia que les separa i del tipus de substancia, raons per les quals les de friccido son més
lleugeres i canvien quan ho fan els cossos en contacte; en particular, soén més fortes entre
cossos identics que si son diferents, perque 1’acoblament és millor en el primer cas. Tal com
veurem en estudiar les forces elastiques 1 viscoses, les magnituds que intervenen en les lleis
fisiques que les descriuen son les tensions o forces per unitat de superficie, 1 el mateix passa
amb les forces de friccio.

Considerem un cos que descansa sobre un altre horitzontalment. Si tractem de
desplagar-lo aplicant-li una for¢a notarem que mentre aquesta no arribe a un cert valor el cos
no es mou. La forca de friccio, F., 1, en particular la maxima, que és igual i oposada a la
minima que hi cal aplicar perque el cos es moga, ha de ser funcio de la distancia microscopica
entre les superficies en contacte que, al seu torn, dependra de la forca que es fa
perpendicularment a elles i les manté en contacte. Com més gran siga aquesta for¢a normal,
N, més juntes estaran les superficies dels cossos i major sera la forca de friccio. Notem que la
causa €s una for¢a normal a les superficies en contacte 1 I’efecte hi és tangencial, la qual cosa
reflecteix el caracter tensorial de la relaci6 entre aquestes magnituds, relacid que es redueix a

una simple proporcionalitat entre la tensié maxima de friccid, 0, , 1 la normal, g,:

O = U0,
on U és el coeficient de friccid que, evidentment, depeén de la natura i de les caracteristiques
de les superficies en contacte; en particular, quan la composicié dels dos cossos en contacte €s
la mateixa [ és major, fet que s’interpreta perque I’acoblament entre les superficies és millor.
Ara bé, com que la superficie sobre la qual es consideren ambdues forces és la mateixa,
aquesta llei experimental se sol escriure

F, < uUN

Quan la forca aplicada supera aquest valor el cos
es mou 1, en principi, el moviment estara
determinat per la resultant de les forces aplicades 1
la de fricci6 maxima; tanmateix, es comprova que
quan hi ha desplacament relatiu de les superficies
en contacte la forca de friccid minva, tot mantenint
la proporcionalitat amb N. Aixo significa que cal
introduir-hi dos coeficients de friccid, un d’estatic,

M 1 un altre de dinamic f4. El fet experimental que
MUa siga

Fig.5.1 menor que
L. s’entén perque les forces entre les molécules veines en moviment relatiu son menors que si
son en repos. A més, U, depen de la velocitat, perd fins a uns quants metres per segon es pot
considerar constant.

Per mesurar el coeficient de friccio estatic entre dues superficies se situa un cos sobre
la superficie plana de I’altre, de manera que aquesta forme un pla inclinat (fig. 5.1), la
inclinacio del qual, 6, es pot fer variar. Quan el cos comenca a desplagar-se la for¢ca motriu,
que és la component tangencial del pes, mgcos@., ha igualat la de fricci6 maxima, mentre que
la normal és mgsin@.. Resulta aixi que

M = 16,



Si volem mesurar el coeficient de friccid dinamic només ens cal determinar
I’acceleracié de baixada pel pla inclinat per a un angle 8 > .. L’equacié del moviment
proporciona I’acceleracio, a:

a = gsinB-LgcosO
aixi, mesurant-hi a per a diversos angles es pot obtenir 4. En aquest cas cal representar
a/gsin8 = (a/g)(1+cotg’@)'? en funcio de cotgfi ajustant-hi per minims quadrats, el pendent
€s — .

En moltes ocasions cal reduir la friccid perque, per exemple, provoca desgast i
escalfament de peces de mecanismes; amb aquesta finalitat s utilitzen els lubricants, que en
introduir-se entre les superficies en contacte fan decréixer drasticament les forces de friccio;
per exemple, el coeficient de friccid entre el ferro 1 el bronze és de 0,25, 1 quan es posa un
lubricant es pot reduir entre 0,05 1 0,08. En canvi, en altres casos es requereix tenir valors
maxims de la friccid; €s el que passa quan es vol obtenir una acceleracié d’arrencada gran en
un cotxe. La forga que el terra fa sobre el vehicle i ’accelera és la de friccid maxima; entre el
cautxu i el formigo sec el coeficient de friccid pren valors compresos entre 0,5 1 0,8, i en
cotxes de competicié amb les superficies de les rodes tractades especialment s’atenyen valors
de U superiors a la unitat. Més encara, després d’unes quantes curses, el residu que les rodes
deixen sobre el terra fa que la friccid es produisca entre cautxu i cautxt i que augmente el
coeficient de friccid. A més, per tal d’incrementar I’acceleracio es dissenya el bolid de manera
que la for¢a normal sobre les rodes motrius prenga els maxims valors possibles, finalitat que
s’aconsegueix amb una distribucio adient de les masses i afegint-hi alerons que aprofiten els
efectes aerodinamics.

Tanmateix, 1’analisi del moviment general d’una roda que descansa sobre el terra
implica la introducci6é d’un altre concepte. Considerem que s’aplica una for¢a F a una roda
que es troba sobre un pla horitzontal, 1 que la forca és paral-lela al pla. Si només hi haguera
forca de friccid, amb qualsevol valor de F' la roda es posaria en rotacid. En canvi, el que
s’observa ¢és que per iniciar el gir cal que la forca supere un cert valor que depén de la natura
de les superficies en contacte, fet que demostra que hi ha també una friccié de rodolament. La
seua causa radica en el fet que els cossos no son solids rigids sind6 que es deformen
lleugerament en la zona de contacte i la roda queda encaixada en un petit solc. L’estudi
experimental del cas estableix que el moment de la forca aplicada respecte del punt P de
contacte ha de superar un valor minim, M,,, que és proporcional a la forca normal en el
contacte. Es a dir,

Mun=pN 1 Mp>M,,
on p és el coeficient de rodolament, que és
independent del radi de la roda i de la
velocitat. Cal notar que p t¢ dimensions de
longitud. £

Vegem com sera el moviment de d la roda

segons els casos que es puguen donar. T =
Considerem que F s’aplica a una ~
distancia d del punt P de contacte, on es troben
la for¢a de friccid F, i el moment de
rodolament. Si £ > N hi haura lliscament Fig. 5.2
isi M = Fd >pN rodolament. Co és, si u<p/d la roda comenga lliscant, i si (/>p/d ho fa
rodolant. El transit entre tots dos casos es dona per a una distancia d, tal que dy = p/l, 1 es pot
enunciar que, per a una for¢a F donada, si d< d, hi ha lliscament i si d> d, , rodolament.
Volem ara esbrinar el tipus de moviment de la roda 1 considerarem per separat els dos casos
esmentats:
1) u<pd, o, el que és el mateix, pN/d>uN. Es poden donar dos subcasos: Si pN/d>F>uN
només llisca, mentre que si F>pN/d> N llisca i gira. En aquesta darrera situacio, el sentit del
gir es determina pel sentit del moment de les forces respecte del centre de masses. Prenent-hi
com a positiu el sentit del moment de F, respecte del centre




M=Fr—Fr—d) =UNr—Fr—d)
cal que siga UNr>F(r — d)>pN(r — d)/d, atesa I’anterior desigualtat. Se’n dedueix que ha de
ser d>pd/(ur+p) =r dy/(r+ dy). En definitiva

. rd, . . .
S1 d> v d gira en sentit horari
r
. rd, . . . .
S1 d< v d gira en sentit antihorari
r

2) p>p/d, o bé, uN>pN/d. També hi tenim dos subcasos: Si UN>F>pN/d, es t¢ F. = F i el
moment €s sempre positiu; la roda gira i no llisca. Finalment, si F>uN>pN/d tenim
rodolament 1 lliscament amb un sentit de gir que obeeix les mateixes relacions donades en el
cas primer.

5.2.- Viscositat.

Les molécules en els fluids estan en constant moviment, i les variacions de llurs
moments lineals en els xocs que es produeixen originen la pressio al seu interior. El fluid
ideal és la primera aproximacio al comportament d’un fluid real, 1 consisteix a suposar que en
qualsevol element de superficie, dS, que es considere, la forca que hi actua és proporcional a
dS 1, doncs, normal a la superficie. En un fluid real, a més de la pressio apareixen forces
tangencials, de manera que la relacid que hi ha entre la for¢a dF i la superficie dS és de tipus
tensorial, ¢co és, que es descriu mitjangant un tensor de tensions

0y = (p + Y& + 2ne;
on p ¢és la pressio hidrostatica, y=A — 2n/3 , A és el coeficient de fricci6 expansiva, 17 el de
viscositat, 2 = divv, el coeficient de dilatacié 1 e; el canvi temporal del tensor de
deformacions
. 1fov,, Ov,§

e —
g
2 Hax ;o 0x H
on v; son els components de la velocitat. Els coeficients A i 17 depenen de la temperatura.
El tensor de tensions es pot escriure g; = -pd; + V; amb

Vy = V20 + 2ne;
1, si el fluid és incompressible (2=0), es té

dv, dv,
Vi = %ﬁ * ﬁ%

j i
Per centrar les idees suposarem el moviment més senzill d’un fluid incompressible,
aquell en que totes les particules es mouen en el sentit de 1’eix x i que, a causa de la friccio,
les lamines veines porten velocitats lleugerament diferents, és a dir, que la velocitat només té

un component v = v(y) 1 el tensor v; dos components no nuls
dv

Vip =V oy ’Iay

Aquesta descripcio correspon, per exemple, a la distribucid de velocitats d’un liquid
que flueix entre dos plans separats per una altura 4, el del fons en repos i el de dalt que es
mou amb una velocitat vy; cada capa horitzontal tira la immediatament inferior i és frenada
per ella mentre que és arrossegada per la superior, de manera que s’estableix un gradient
vertical de velocitats (constant, tal com veurem tot seguit): la capa que esta en contacte amb el
terra té&, com aquest, velocitat zero i, a partir d’aqui, la velocitat creix linealment fins a la
superficie lliure. La for¢a de friccid, ara denominada de viscositat, que sobre un element de
superficie dS, fa la capa veina €s

dF = (v )0dS : dF, =V ,dS, =1 g—vdSy
Ty

i I’equacio del moviment d’un element de volum que es mou amb velocitat independent del
temps s’escriu
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que satisfa la condici6 de ser zero en el fons i v, en el pla superior.
Una mica més complicat €s el cas d’un fluid incompressible que circula laminarment per un
tub cilindric, perqué s’ha de plantejar en coordenades cilindriques. De tota manera, s’entén
que ara la velocitat, que sols depén de la coordenada radial, ha de ser zero vora el tub 1
maxima en el seu eix. Concretament, si entre el extrems d’un tub de longitud / i radi a es

dv _ VY,
Nl —=const=1N — ;
dy h

) o manté una diferéncia de pressid Ap = p— p>, la velocitat és
2 mhp 2
v(ry= ——(a" - r
LT ()= @ =)
”—}‘{ iel cabal
vk a 4
b—y- v Iv2ﬂrdr . Tabp
toy &l

En particular, si el tub és vertical i la diferéncia de pressio la
provoca la gravetat
V _ na‘pgh
y t 81
J Aquesta relacid ¢és el fonament de les mesures de viscositat
amb el viscosimetre d’Ostwald (fig. 5.3). Es cronometra el
— temps ¢ que triga a recorrer una altura 4 un volum conegut,
ok B V. Tal com hem vist, t = kn/p i les mesures es fan per
comparacid amb 1’aigua, per a la qual es té la mateixa
relacié Fig. 5.3 t.=kn/p, 1
r_np,
Ly NJP
Un altre model de viscosimetre consta de dos cilindres metal-lics de longitud / 1 radis
a i b, entre els qual es col-loca el fluid (Fig. 5.4); quan es fan girar amb velocitats angulars w,
1 w, el liquid es posa en rotacid perque, a causa de la viscositat, cada capa cilindrica exerceix
sobre la veina un moment M independent de , ja que aixi el moment resultant sobre les dues
cares de la capa s’anul‘la, tal com correspon a un estat estacionari. Aquest moment és el que
actua sobre la superficie interior del cilindre de radi b i

equival a
_4nnla’h’
M= b*-a’ @,-0.)
‘ El procediment consisteix a mantenir en repos el cilindre

exterior, per a la qual cosa hi cal aplicar un moment M(w,
=()) amb una balanga de torsi6 que el mesura. Llavors,

_(B*-a M
anla’b*o
La viscositat de la sang és un parametre que utilitzen els
metges perque proporciona informacio sobre
Fig. 5.4 algunes malalties. Com que no es pot usar el viscosimetre
d’Ostwald perque la sang es coagularia, Hess va idear un instrument diferent que compara la
viscositat de la sang amb la de 1’aigua i1 I’expressa en unes unitats practiques.



TEMA 6
MESURA DE FORCES, PRESSIONS I FLUXOS

6.1.- Dinamometre. Transductors piezoeléctrics.

La for¢a que un cos exerceix sobre un altre es pot mesurar de diverses maneres, com
ara comparant-la amb un pes conegut en una balanca de bragos desiguals; a partir del seu
moment mitjangant una balanga de torsio, i mesurant-hi algun dels seus efectes que li sén
proporcionals. Quan ’efecte és la deformacio, Ax, d’una molla, que segons la llei de Hook, F

= k Ax, on k és la constant de la molla, és proporcional a la for¢a aplicada,
™ D’aparell s’anomena dinamometre (fig. 6.1). Consisteix en una molla que s’estira
| n en aplicar-li la forca i disposa d’un cursor que indica directament el valor de la

forca. Els transductors piezoeléctrics tenen com a element essencial un cristall
d’un material que té la propietat que quan actua sobre ell una tensio, de traccio o
de compressio, es deforma de tal manera que apareix un camp electric intern E en
un sentit o en el contrari; la causa n’és que la distribuci6 asimeétrica dels ions en el
cristall és tal que, mentre que en absencia de tensio els centres de les carregues
positives 1 negatives coincideixen, en deformar-se, aquests centres es desplacen
relativament 1 aixo origina un camp eleéctric entre les cares sobre les quals es fa la

pressio, que és proporcional a aquesta; si les cares estan separades per
una distancia d, es forma una diferéncia de potencial V' = Ed
Fig. 6.1 que es recull en un voltimetre, I’escala del qual ja és graduada en unitats de

forca o de pressio, segons convinga. L’efecte piezoeléctric és reversible, de manera que si
s’aplica una tensio electrica V al cristall s’origina una tensi6 mecanica que el deforma; si V' és
harmonica en el temps 1 de freqiliencia ) el cristall executa oscil-lacions forcades, I’amplitud
de les quals és maxima quan w coincideix amb la freqiiencia propia del cristall, en un
fenomen tipic de ressonancia. Aquest fet s’aprofita per a construir generadors d’ultrasons amb
cristalls piezoeléctrics. El primer material piezoeléctric que es va usar és el quars, pero té
I’inconvenient de donar una resposta molt feble. Altres substancies que gaudeixen d’aquesta
propietat son el fosfat acid d’amoni 1 el tartrat de sodi i potassi, que son solubles en aigua i
tenen poca resistencia mecanica. Actualment els materials piezoeléctrics més usats son 0xids
ceramics, en particular, titanat de bari 1 titanat-zirconat de plom. Un oxid ceramic és format
per una multitud de petits cristalls que tenen els seus eixos orientats aleatoriament i, doncs,
sense efecte piezoelectric macroscopic. Cal orientar els cristalls en qiiestié aplicant-hi una
tensio d’uns 10 kV, de vegades en calent i després refredar-los tot mantenint la tensié. Com
els materials ferroeléctrics, cada piezoeléctric t€ una temperatura de Curie, per damunt de la
qual perd aquesta propietat; si ocorre aixo se’n pot recuperar el caracter aplicant-hi de nou la
tensio electrica.

6.2.- Manometres.

Per mesurar la pressio en un fluid s’empren els manometres, dels quals hi ha diversos
tipus d’acord amb D’interval de valors de la pressido que cal avaluar. El més senzill és el
manometre d’aire lliure (fig. 6.2 a), que serveix per a mesurar pressions superiors a
I’atmosférica. Consisteix en un tub en U, de branques obertes, que conté mercuri. Si els dos
extrems es troben a la pressi6 atmosferica, py, el nivell del mercuri en ambdues branques és el
mateix; en canvi, si un extrem s’introdueix en el recipient que conté el gas a una pressio p >

Do , el mercuri es desnivella 1 I’altura / entre els dos nivells dona
la diferéncia de pressions:

—>
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on p ¢és la densitat del mercuri. Semblant a aquest és el manometre truncat (Fig. 6.2 b), que
té una branca de la U tancada i I’oberta es connecta al diposit amb gas. Primer s’ompli de
mercuri de manera que el desnivell entre I’extrem tancat i el lliure siga /; després es posa en
contacte amb el gas a la pressiod p que es vol determinar i que ha de ser menor que pg#; el nou
desnivell ens dona la pressio cercada. També el manometre d’aire comprimit consta d’un
tub en U amb un extrem tancat (fig. 6.2 c), perd es basa en la llei de Boyle-Mariotte: pV =
constant quan la temperatura és constant. La branca tancada de la U conté aire i en el tub es
fica mercuri, que arribara al mateix nivell en totes dues branques. Quan I’extrem obert es
connecta a la pressio incognita, elevada, fa pujar el mercuri i comprimir 1’aire de la branca
tancada; sobre aquesta hi ha ja marcada una escala de proporcionalitat inversa que indica
directament la pressio.

Els manometres metal-lics s’empren per determinar pressions en la industria i també
I’atmosférica, i en aquest darrer cas reben el nom de barometres. Es basen en la deformacio
que experimenta una lamina metal-lica elastica quan entre les seues dues superficies hi ha una
diferéncia de pressid. Un sistema mecanic transforma la deformaci6 en el moviment d’una
agulla que assenyala sobre una escala el valor de la pressid. Si una cara €s la interior en un
diposit on hi ha el buit i I’exterior esta en contacte amb 1’atmosfera, 1’aparell mesura la
pressid atmosférica. Si el diposit és a la pressidé atmosférica i la cara exterior a una pressio
major que 1’atmosferica, la indicacié dona la diferéncia de pressions. De manera semblant
funcionen els manometres medics.

Els manometres d’émbol donen el valor de la pressi6 mesurant la forca que actua
sobre una superficie coneguda i, com ja s’ha indicat, aix0 es pot fer amb un transductor
piezoelectric.

Les determinacions acurades de pressions molt baixes es fan amb els vacuometres.
Els d’aire comprimit (fig. 6.3) actuen com ja s’ha explicat pero estableixen la comparacio de
les pressions, p, incognita 1 p + Pgh, amb A molt petit, amb la inversa dels volums, un de
gran, V, i un altre de petit, v, que correspon a un capil-lar. El liquid de la columna ¢€s, com ¢és
habitual, mercuri 1, llavors, si la pressio es mesura en mil-limetres de mercuri, es té:

+
K:p h:]+ﬁﬂﬁ

v p p P
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1, doncs, p = ;h en mil-limetres de mercuri.
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Fig. 6.3
Actualment s’utilitzen vacudmetres de precisido que estan basats en les variacions de
determinades magnituds fisiques que depenen de la pressid: resisténcia electrica, descarrega
luminiscent, ionitzacio, etc.

6.3.- Mesura de fluxos.

El cabal d’un fluid que circula per un tub, entés com el volum que hi passa per unitat
de temps, és simplement el producte Sv de la seccid del tub per la velocitat del fluid,
considerada constant en tota la seccid. Si es coneix la densitat del fluid se’n pot donar el
cabal, multiplicant-la per aquesta, en unitats de massa per unitat de temps. El fonament
d’aquestes mesures és considerar el fluid com a ideal, és a dir, de viscositat negligible i
incompressible, i1 aplicar-hi el teorema de Bernouilli, que estableix que entre dos punts, 11 2,
d’un tub de corrent es compleix que

1 1
pitpght Epvlz = pytpghy t Epvzz
1 no és sind 1’expressio de la conservacid de 1’energia. Si el tub és horitzontal, es redueix a
1
P~ Py - Ep(vzz_ V12)

expressio que ens informa que on més gran ¢és la velocitat menor ¢és la pressio (efecte
Venturi).
A més, pel fet de ser incompressible, la conservacio de la
massa s’escriu, S;v; = Syv,. Aixi es té
1 o, .H1 1
Pim P S PSIViE ST o
1 2 2 171 S22 S12

i es pot aillar el cabal:

2S S A
Sy, = p ~

p(S2-82)

Fig. 6.4
Cal posar doncs, en el tub un estretament i mesurar la diferéncia de pressions entre
aquest i un punt del tub per tal d’obtenir el cabal si es coneix la densitat; I’aparell s’anomena
venturimetre (Fig.6.4).

Les mateixes idees s’apliquen en els tubs de Pitot
_ (Fig.6.5) per a liquids 1 per a gasos. El primer serveix per
h L w? —_Q a determinar la velocitat d’un liquid en una conducci6




oberta, com ara un canal, 1 consisteix només en un tub en L obert pels dos extrems; es
col-loca la branca horitzontal de cara al corrent i es mesura 1’altura a que arriba el
liquidenla  Fig. 6.5 vertical. Com que en aquesta el fluid és en repos, es té

pgh= %pv2 i v=\2gh

El tub de Pitot per a gasos no és sind un tub en U que conté
o o, Mmercuri 1 actua com a manometre (fig. 6.6). Les parts superiors
d’ambdues branques estan doblades en angle recte i una d’elles,
-3 la que es posara enfront del corrent, disposa d’un disc que
h desvia el flux; aixi s’aconsegueix que la velocitat en O’ siga
zero mentre que en O és la del corrent. La diferencia de

pressions entre els dos extrems,

I R
po'po"zpv

Fig. 6.6 que no ¢és sind pgh (P és la densitat del mercuri), ens

proporciona la velocitat
/ 20 ,gh
y= M
p

Una variant millorada d’aquest instrument
és el tub de Prandtl (Fig. 6.7), en el qual la branca

®Q® __/—\“\>\g posterior de la U es tanca sobre I’anterior 1 disposa

N N de dos orificis sobre els quals el gas té la velocitat
— .
—— =———— - que es vol determinar mentre que en la boca el

fluid és en repos. Aixi, la velocitat és donada per la
\ mateixa expressio anterior.

6.4.- Forces d’un fluid sobre un solid.
! - Si, com a aproximacié d’ordre zero,

Fig. 6.7
considerem que el fluid és ideal, arribarem a la conclusié que no pot interaccionar amb el
solid 1, en conseqiiencia, que no fa cap forga sobre ell, resultat que contradiu 1’experiéncia
corrent. Aixi doncs, per explicar les forces que un fluid exerceix sobre un solid cal considerar
la viscositat. En general, el moviment d’un fluid real al voltant d’un solid que s’introdueix al
seu interior planteja un problema matematic molt complex d’equacions en derivades parcials
amb condicions de contorn (component de la velocitat normal a la superficie nul-la) que
només admeten solucions analitiques en geometries molt senzilles. Independentment que se’n
conega la soluci6 exacta o no, el fet és que sobre el cos solid actua una forga que depen de la
velocitat del fluid; que aquesta siga petita o gran depeén del liquid 1 de ’obstacle, i la
diferéncia queda establerta pel nombre de Reynolds, que és adimensional, corresponent a cada
cas. Si, amb aquest criteri, la velocitat és petita, el régim de flux s’anomena de Poiseuille, 1 si
¢s gran s’anomena regim de Venturi, que es diferencia de I’anterior per la formaci6 de
remolins. Atés que I’obtenci6 teorica de la forca que el fluid fa sobre el solid és, en general,
practicament impossible s’ha optat per introduir-hi experimentalment un coeficient de forma
definit per la relaci6é entre aquesta forga i la que el fluid exerceix sobre un solid patré que
tinga la mateixa seccio frontal respecte del corrent. Si aquest coeficient €s major que la unitat,
I’obstacle oposa més resisténcia que el cos patrd a I’avang del fluid; en canvi, els perfils més
aerodinamics proporcionen coeficients molt menors que 1.

Les equacions de la hidrodinamica es poden resoldre exactament per a alguns
obstacles, com ara el cilindre 1 I’esfera. Concretament, la forga sobre una petita esfera de radi
r al si d’un fluid amb coeficient de viscositat /7 que es mou en regim laminar la dona la
formula de Stokes

F=6mnv



Com que aquesta forca és proporcional ala velocitat, e moviment de caiguda vertical
d' una gota esférica éstal que s arribaa unavelocitat limit vi, que val

L 90

on P, ¢és la densitat de I’aire, que s’introdueix en considerar I’empenyiment aerostatic. La
mesura de la velocitat limit permet determinar viscositats pel metode de Stokes, si es
coneixen el radi i la densitat de les gotes o, inversament, saber quina és la densitat i la
viscositat serveix per avaluar-ne el radi. Aquest procediment el va emprar Millikan per
coneixer el radi de les gotetes d’oli carregades eléctricament 1 després la seua carrega; aixi va
fer la primera determinaci6 directa de la carrega electronica.

En régim de Venturi el valor aproximat de la for¢a sobre un solid de coeficient de
forma k el dona la formula de Newton

F = lkpSv2
2

on p ¢és la densitat, S la seccio frontal 1 v la velocitat del fluid.

Considerem ara com a exemple que el solid €s un cilindre i que esta animat d’un
moviment de rotacido al voltant del seu eix dins d’un fluid que, lluny del solid, flueix
uniformement. Ara, en la zona on el sentit de les velocitats del fluid i1 del solid coincideixen,
la del fluid sera major que en la zona oposada, i1 es pot entendre que aix0 done lloc a una
difereéncia de pressio que origina una forca transversal sobre el cilindre, fet que es coneix com
efecte Magnus. Aquesta for¢a la van avaluar teoricament Kutta i Yukovski i equival a

F=pvilC
on p ¢és la densitat, v la velocitat del fluid lluny del solid, / la
longitud del cilindre i1 C la circulaci6 de la velocitat al voltant
d’aquest
C-= PV ldl

Aquest efecte dona una interpretacid intuitiva de la forca que
actua sobre un solid no simeétric que es mou relativament
respecte d’un fluid de manera que es formen al seu voltant
remolins, com ara 1’ala d’un avié (fig. 6.8). Depenent de
I’angle que forma I’ala amb la velocitat (angle d’atac) es crea
e una forca Fig. 6.8

d’empenyiment aerodinamic, F, que es pot descompondre en dos components, un de
paral-lel a la velocitat, R, suposem que siga horitzontal, que ¢és la resisténcia a 1’avang, i
I’altre, E, vertical, que és la forca de sustentacio. Aquestes forces, sobre models a escala, es
mesuren amb dinamometres en tinels aerodinamics i se solen representar en un diagrama
polar on a cada angle d’atac li correspon un punt en el pla amb el valor de R com a abscissa i
el de S com a ordenada. Aquests diagrames serveixen per triar la forma de 1’ala i ’angle
d’atac més convenients al tipus d’avio que es vulga dissenyar.




TEMA 7 .
MESURA DE MAGNITUDS ELASTIQUES

7.1.- Tensions i deformacions.

La primera aproximacio a I’estudi del comportament d’un solid sotmes a un sistema
de forces consisteix a considerar-lo com un cos rigid. En realitat, tots els solids que suporten
tensions sofreixen deformacions que depenen de la intensitat de les forces aplicades i, per
analitzar-les, es considera que el solid es troba en equilibri, és a dir, que la resultant i el
moment resultant son nuls; hi poden haver casos de cossos en moviment, per exemple, una
vareta en rotacio, que es poden tractar com si estigueren en equilibri sota les forces reals i les
d’inércia. Si aillem mentalment una porci6 del solid, les forces que actuen sobre ella son de
dos tipus: forces en volum produides per camps externs, com ara el pes, 1 forces originades
per les interaccions entre molécules veines que, com que soén de curt abast, es poden
considerar superficials. Mentre que les primeres es caracteritzen per una densitat volumetrica,
co ¢s, dF, = fdv, 1 f és una dada del problema, les segones queden definides per la forca per
unitat de superficie o tensidé 1 poden ser dades, si son condicions de contorn externes, o
internes, que son les incognites. Ara bé, com que la superficie és un vector dS normal a ella i
la forca dF, en general no ho sera, la relacio entre ambdues queda definida per una magnitud
tensorial que s’anomena tensor de tensions, g, amb elements 0y, i s’escriu dF=0'dS . Els
elements de la diagonal principal de o defineixen les tensions normals i els no diagonals les
tensions tangencials.

L’efecte que les tensions provoquen en el solid son deformacions que, mentre que les
primeres no superen uns limits que depenen del medi, guarden una relacié de proporcionalitat,
1 en llevar les forces aplicades el solid recupera les seues dimensions inicials. Si les tensions
arriben a ser més intenses, la relacid entre tensions i1 deformacions deixa de ser de
proporcionalitat perd també, en llevar aquelles, es recupera la forma original i diem que
encara som en el régim elastic. Superat aquest limit, la deformacié en comptes d’elastica és
plastica, 1 el cos no recupera la seua forma quan se suprimeixen les tensions; en anar minvant
les forces i arribar a anul-lar-les, queda una deformaci6é romanent i cal aplicar-hi forces de
sentit contrari per aconseguir que el cos assolisca les dimensions inicials. Si continua el
procés de fer créixer les forces en sentit contrari i tornar a invertir-les, la representacio de les
deformacions en funci6 de les tensions tanca un cicle d’histeresi. Ens ocuparem només de
solids elastics, per als quals les deformacions es caracteritzen per una magnitud denominada
tensor de deformacions, e, amb elements

1Hos. s,
J i
on el vector s(r) és el desplagament del punt r del solid causat per les forces. Els components
de la diagonal principal representen deformacions longitudinals relatives i els no diagonals
deformacions angulars. Aixi, per exemple,
_Adx,
dx, ’
on 6, és la diferéncia entre 702 , angle inicial, abans de la deformacio, i ’angle que formen
uns eixos locals lligats al medi, x; 1 x,, després de la deformacio.
Tal com ja s’ha dit, la relaci6 entre e 1 0 és de tipus lineal i es defineix mitjangant unes

constants elastiques que, si el solid és isotrop, es redueixen a dues, que definirem a
continuacio.

g
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7.2.- Modul de Young i coeficient de Poisson.

Considerem un experiment de traccid simple, com ara una vareta de longitud / i seccid
S que se sotmet a forces £F en la seua direccio, és a dir, a una tensio uniforme 0;,=0 =F/S.
Les deformacions que s hi observen son de dos tipus: un increment de la longitud (negatiu si
la tensi6 és de compressid) Al 1 un decreixement (creixement en cas de compressio) de les



dimensions transversals, per exemple 4y, respecte del valor inicial, y. Les relacions de
proporcionalitat respectives s’escriuen

AL 1 Ay v

/I FE y E
on E és el modul de Young i v el coeficient de Poisson del material.
Per determinar experimentalment aquests coeficients cal prendre diverses mostres cilindriques
del material 1 sotmetre-les a una compressié amb
una premsa hidraulica (fig.7.1), maquina que
consta de dos tubs de seccions S'15’<S, amb els
seus embols, que estan comunicats i1 pels quals
pot fluir un tipus d’oli que fa de transmissor de
pressio. Quan s’aplica una forca ' en 1’émbol
de secci6 S’ apareix en Daltre una forca F =
SF’/S’ que és molt més gran que F’. A més,
disposa d’un manometre amb el
Fig. 7.1 qual es mesura la
forca F i una vareta que transmet, mitjancant un sensible sistema mecanic, el petit
desplagament de I’émbol gran a un indicador. La mostra es fica entre aquest émbol i un suport
rigid, es fa actuar la premsa 1 es llegeixen els valors de F'1 de Al
L’altra alternativa €s sotmetre la mostra a una forca de traccio (fig.

7.2).
‘ rHW , Quan les tensions aplicades tenen una distribucidé geométrica

= = diferent les deformacions també canvien, logicament, i es poden

] definir altres parametres elastics que relacionen la causa amb

.g‘) . § I’efecte, perd sempre es poden expressar en termes de £ 1 V. Per
exemple, si es considera una barra prismatica de Fig. 7.2

costats a, b 1 ¢, sotmesa a tensions 0;;, O 1 033, el principi

de superposicio, valid perque es tracta de relacions lineals, ens assegura que la deformacid
d’un costat és

ba 1 v

7: Ean' E(Uzz"' 0 )
1 expressions analogues per a les variacions dels altres costats. En particular, si les tensions
son iguals 1 de compressiod (compressid isotropa) es té

0 =0=05="p 1 0;=0

1 la variaci6 relativa del volum de la barra és

AV _Aa Ab bce_ 30-2) _ 1

-t —t —=-——=p=-—p

14 a b ¢ E k
on k és el modul de compressibilitat del material, que és determinat per E1 V.
Un altre cas interessant és el que correspon a una distribucié de tensions exclusivament
tangencials en quatre de les cares d’un prisma com |’anterior perd que ara, per simplificar,
suposarem que son de seccid quadrada; les tensions +0 actuen sobre les cares normals en
aquesta seccio i1 fan que es transforme en un rombe, de manera que els angles rectes originals
ara son de 172 —6. Es pot demostrar facilment que I’angle 6, que s’introdueix com a mesura
de la deformacio, equival a
g = Mg = lg
E f

on el parametre [ és el modul de rigidesa del material. Llavors es diu que el solid és sotmes
a un estat de cisalla pura, que s’aconsegueix en el laboratori amb les proves de torsio: es
col-loca una vareta cilindrica rigidament subjecta pels extrems, el de dalt fix i el de sota en el
centre d’un disc graduat al qual s’aplica tangencialment la for¢ca mitjangant un dinamometre;
aquest mesura la forga, que multiplicada pel radi del disc dona el moment M, i el disc indica



I’angle de torsi6. Si en comptes d’una vareta fora un tub de longitud /, radi » 1 gruix A4r, el
moment valdria, en lloc de M,

AM =2 Aro
Ates que cada element del tub esta en estat de cisalla pura, la
deformacié angular, 6, i I'angle ¢ girat per la base estan

(/@/@zr relacionats per (fig. 7.3) 18=r¢ i, amés, o= uf, de manera
N Lo que
é_/

3
AM 21 ,u;lf Ar !
Fig. 7.3 Aquest resultat permet, per integracid, d’obtenir el
moment corresponent a una vareta de radi R:
R 4
M = 21y ¢ jr3dr: TUR ,
[ 2/

0
resultat que serveix per a mesurar U i €s el fonament de les balances de torsi6. Com que
I’aparell descrit permet d’aplicar moments prou grans, que superen el limit elastic de la
vareta, es pot usar per dibuixar el seu cicle d’histeresi.

7.3.- Duresa de Brinell.

Es diu que un material és més dur que un altre quan el pot ratllar si hom ’arrossega
per sobre. Aquesta definicio qualitativa permet les comparacions pero no permet d’assignar-hi
valors a la duresa. Per superar aquest inconvenient, Brinell va definir un parametre, la duresa
de Brinell, representada per HB, i el procediment experimental per determinar-lo.
Essencialment, es tracta de mesurar el diametre, d, del senyal que deixa sobre una superficie
plana del material una boleta de prova de diametre D (boleta de Brinell) quan es prem amb
una for¢a F. La duresa s’avalua amb la formula

2F
HB = 0,102— ‘
nD[D- VD? - dzJ
en la qual F va en newtons i els diametres en mil-limetres. Hom disposa d’una gamma de

boletes de diversos diametres per tal d’utilitzar la més convenient segons el material de que es
tracte. El criteri de bondat de I’eleccio és que 0,2D<d<0,7D.




TEMA 8
MESURA DE MAGNITUDS DE LES ONES

8.1.- Conceptes generals.

En la natura es presenten molt sovint magnituds fisiques, les variacions o
pertorbacions de les quals tenen la propietat de propagar-se en 1’espai. Aquestes magnituds
poden ser escalars (pressio, densitat...), vectorials (desplacament, camps de forca...) o
tensorials, i llurs pertorbacions les representarem per una funcié d’ona (Ar,f). Perque el
fenomen propagatiu es puga qualificar d’ona cal que ¥ satisfaca 1’equacid d’ones

2

b - k=0
vo 0t
on, atenent a la forma de les solucions, que es veura a continuacio, v representa la velocitat de
propagaci6 de I’ona. Estrictament, aquesta és 1’equacié d’ones ideal que correspon a casos on
es poden negligir els efectes dissipatius d’energia, com ara la friccio. Quan aquests es prenen
en consideracio, la funcio d’ones ha de satisfer I’equacioé d’ones general

2

A‘/} -y ai - ia w =0
it v ot
en la qual, el terme dissipatiu és el proporcional a la derivada temporal primera. La
dependéncia temporal se sol expressar en termes de funcions harmoniques del tipus
exp(tiay), per a les quals I’equacié d’ones ideal es redueix a la de Helmholtz, anomenada
també d’ones estacionaries

Ay + k% =0
en la qual s’ha posat k=wv. L’equacié d’ones general adopta la mateixa forma perd amb k

complex
2
k:g 514- yLlEE '[3 +a_l
\% ] 2

Quan la pertorbacio depen només d’una coordenada cartesiana, z, la solucié general és
del tipus
U (z,0= f(z-vo)+ gzt )
que correspon a una ona que avanga segons 1’eix z amb una velocitat v i una altra que ho fa en
sentit contrari. Si agafem, per exemple, la primera, veiem que el seu valor roman constant
sobre plans d’equacié z= z,t vt que es mouen amb la velocitat v, que es coneix com a
velocitat de fase. Llavors parlem d’ones planes que, quan la dependéncia temporal és
harmonica, es representen per les funcions
w (Z,f) ~ ei(kztwt)
Si es fa una rotacié d’eixos de manera que la direccié de propagacié siga u,
I’expressio anterior adopta la forma
U (z,0) = pihuiron _ ikito0)
i k=ku rep el nom de vector d’ona. Aquestes funcions tenen una doble periodicitat, una de
temporal amb periode T, tal que w=2T¢T i una altra d’espacial amb periode A, anomenat
longitud d’ona, tal que k=2TVA , que verifiquen la relacié v= A/T.
Segons quin siga el fenomen ondulatori que es considere les equacions de partida prendran
formes diferents, 1 1’tnic parametre que apareix en 1’equacid d’ones, la velocitat de fase,
tindra valors diferents. Si es tracta d’un fil de densitat i per unitat de longitud sotmes a una

tensido 7, la velocitat és v= |— |, si es fa vibrar longitudinalment una vareta solida de

E
densitat p i modul de Young FE, la velocitat val v = \/p: i, finalment, si es tracta del so que



€s propaga per un gas v = 1/% , on ¥ és el coeficient adiabatic, R la constant del gasos

perfectes, T la temperatura i M la massa molar.

Les geometries de 1’emissor 1 de les superficies que separen medis diferents poden
donar lloc a fenomens ondulatoris molt complicats. Les solucions de I’equacié d’ones son
bastant senzilles quan les condicions permeten plantejaments en coordenades cilindriques o
esfériques. En aquest darrer cas, la solucid per a ’ona harmonica que se’n va és, amb la
pertinent eleccid de 1’origen de temps,

U (r,t)-= écos(kr- wt)
r

Com que cada punt del medi es mou harmonicament, la seua energia sera la mateixa
que la d’un oscil-lador, que és proporcional al quadrat de I’amplitud. L’ona transporta energia,
i la magnitud que ho representa ¢és la intensitat de I’ona, que es defineix com el flux de
poténcia per unitat de superficie normal a la direcci6 de propagacio.

En el cas concret d’ones sonores la sensacid que produeixen en 1’orella és funcio de la
intensitat i de la freqiiéncia. L’orella normal ¢€s sensible a freqiiéncies compreses entre 0 i 20
kH. Per a cada freqiiencia hi ha una intensitat minima o llindar per sota la qual no hi ha
sensacid 1 una de maxima que marca el limit de dolor. Entre aquests extrems la sensacio
depén de la intensitat perd no linealment sind de manera aproximadament logaritmica. Per tal
motiu, es determina la diferéncia entre dues sensacions sonores com

1

S-S5, = log—

0 g 1,

i es mesura en bels. Normalment es pren /, com la intensitat llindar (S;=0), que val 10" Wm?,
1 com a unitat el decibel. Aixi, la sensacid la dona

S = lOlogi db
IO

Aquestes definicions s’apliquen no sols al so, sind en general per comparar intensitats
i poténcies diverses.

Quan es tracta d’ones harmoniques, en comptes de la intensitat instantania es treballa
amb el seu valor mitja temporal. Per a una ona harmonica plana, com que I’amplitud ¢€s
independent de la posicid, la intensitat també ho sera. En el cas de les ones esferiques, ates
que I’amplitud minva amb la distancia recorreguda, la intensitat decreix amb el quadrat
d’aquesta,

a’l(a

I(r)= r 2( )

cosa que €s coherent amb el principi de conservacié de I’energia.

Quan hi ha processos dissipatius el medi absorbeix una part de 1’energia de ’ona, fet que
descriu la part imaginaria del vector d’ones. En efecte, les solucions sén de tipus

l/j (Z t) - Ae-uz/zei(ﬁztwt)
1 representen ones amb una amplitud que minva exponencialment a mesura que avancen.
Llavors la intensitat de 1’ona, proporcional al quadrat de I’amplitud, decreix segons la llei

I(z)= I(0)e™**
1 el parametre a rep el nom de coeficient d’absorcié del medi.

8.2.- Superposicio d’ones.

Considerem que la pertorbacioé és originada per dos focus harmonics de la mateixa
freqiiéncia. El caracter lineal de I’equacid d’ones ens assegura que la pertorbacid que
experimenta un punt del medi en cada instant sera la suma de les corresponents de cada focus
per separat, és a dir, sera la superposicid6 de dos moviments harmonics, que depén de la
diferéncia de fase entre tots dos. Si escrivim per a cada ona

U, = Acostkr, - wt); U, = A, cos(kr,- wt+¢)



on ¢ és la diferéncia de fase entre els focus. La superposicio de les dues pertorbacions depén
de la diferéncia de fase, 9, en el punt d’arribada

5=k(r2-r1)+¢:2A—”<r2-r,)+¢

El moviment resultant es pot obtenir analiticament o geométricament, representant
cada funcid per un vector amb el modul 1 I’argument corresponent. Aixi s’obté

A= \JAZ + A2+ 24,4, cost

i s’observa que |A2 - A,| <A< A,+ A, on el valor minim (interferéncia destructiva)

correspon a O=TT, 31T... i el maxim (interferéncia constructiva) a 0=0, 211, ... En particular,
quan tots dos focus estan en fase (¢=0) es té

: . .. 2m
interferéncia constructiva si /‘—(r2 -r)=2nm » -1 = nl

: . .. 2m A
interferéncia destructiva si /‘—(r2 -n)=2mt D0 - vy - = 2(nt 1)5

Cal notar que la intensitat resultant és proporcional a A° = A+ A5 + 24,4, cosd ,

consta de la suma de les intensitats de cada ona més un terme d’interferéncia, que ¢€s el
responsable que hi haja maxims 1 minims. Si es fa variar el desfasament entre els dos focus, la
intensitat resultant anira variant al mateix ritme. Concretament, si les dues ones tenen
freqiiencies lleugerament diferents, w 1 W= w+Aw, es tindra

cos(w,t) = cos(w,t+ Awt)
1 es podran aplicar les consideracions anteriors fent-hi

¢=Awx. La amplitud en un punt ja no €s constant en el
temps 1 la intensitat pren la forma

/\MQQ QMMMQ A [=1+1,+ 211, coslk(r, - r)+ bwi]

B0 =H0 ale) ¢o ¢s, oscil-la amb una freqiiencia Aw= w-w. Si es
. Fig. 8.1 tracta d’ones sonores, a 1’orella es
noten pulsacions d’aquesta freqliencia (Fig. 8.1).

En general, les caracteristiques del medi son funcions de la freqliencia i, per
consegiient, la velocitat de fase també en dependra, de manera que si hi ha una superposicid
d’ones de diverses freqiiéncies, cada component es moura amb la seua velocitat. Aquest fet
rep el nom de dispersio.

L’interes de les ones harmoniques
rau en el fet que qualsevol tipus
d’ona es pot representar com una
superposicid lineal d’elles. En
efecte, si la  dependéncia
temporal, f(?), és periodica amb
periode T, el teorema de Fourier
estableix que f'es pot Fig. 8.2 expressar com una serie
harmonica

A 0 [
f(@)==2+§ 4, ,cos(nwt)+ Y B, sin(nwr)

fix)=sen3x; gix)=send 5x

fl=zin = + (5in 2052 + (2in 3053 + (=in 42054

on w=2 TVT, i els coeficients 4, i B, son les amplituds dels components harmonics. La fig. 8.2
n’és un senzill exemple, on B, = 1/n, n=1,2,3 1 A,=0. Si f'no és periodica les freqiiéncies dels
components poden prendre qualsevol valor real 1 f ve donada per una integral de Fourier

f0)= [ A@)e ™ du

Tant en un cas com en l’altre, les ones planes corresponents a la funcid f{z) son una
superposicié d’ones harmoniques, com ara



w (xat) = IA(w )ei[k(w )x-wt]dw
També es pot prendre, pero, k=wv(w) com a variable independent i escriure
Y (x,t) = J‘ A(k)ei[kx—w(k)t]dk

Si ’amplitud A(k) té¢ valors diferents de zero en un entorn de k), diem que la integral
representa un paquet d’ones de freqiiéncia a ko). Si es desenvolupa aquesta funcio6 en seérie de
Taylor es troba que el paquet es trasllada amb una velocitat

)
¢ dk
que s’anomena velocitat de grup. Es comprova immediatament que
- v
£ d
1- k42
dw

Si v decreix amb la freqiiéncia la velocitat de grup és menor que la de fase, i es diu que hi ha
dispersio normal, i en el cas contrari es parla de dispersié anomala.

Un diapas6 genera un so d’una freqiiencia determinada o so pur, perd un instrument
musical que emet una nota esta originant un senyal més complex que conté la freqiiéncia
fonamental 1 alguns del seus harmonics, que caracteritzen el timbre 1 son els responsables que
cada nota sone diferent segons I’instrument que la produeix. Els analitzadors de so permeten
mesurar les amplituds del diversos components. Si I’aparell analitza un soroll s’obté una linia
gairebé horitzontal i es parla d’un so blanc o aleatori.

8.3. Reflexio i transmissié. Considerem en primer lloc que el medi pertorbat és semiinfinit,
separat per una superficie plana d’un altre medi que és un solid rigid, i que la pertorbacio es
propaga normalment a aquest pla (fig. 8.3). Prenguem I’eix x normal al pla de separaci6 i de
manera que el medi rigid corresponga a x>0 . La condicié que els punts del pla x=0 no es
moguen només es pot aconseguir amb una combinacid de les dues ones solucid de 1’equacio
d’ones, la que va (incident) 1 la que torna (reflectida). Si considerem que la propagacio és al
llarg de I’eix x, la solucio s’escriu

Amplitud vibrataria

L ' U (x,¢)= Acos(kx- wt)+ Beos(kx+ wt)

1la condicio ¢A0,/)=0 exigeix que siga B= -4 1, doncs,
U (x,t)= 2Asin(kx)sin(wt)

Ara bé, cada punt vibra amb freqiiéncia w perd amb
una amplitud que canvia sinusoidalment amb la posicio, de
manera que hi ha punts que no es belluguen Fig. 8.3

(nodes) 1 d’altres que ho fan amb una amplitud maxima (ventres). Es diu que
s’ha format una ona estacionaria. Si hi afegim un altre pla rigid en x=-/, la condicid
addicional ¢A-/,£)=0 exigeix que siga

. Temps

“entre

. _ A
sin(k/) = 0, ésadir kl=nm o [= n>
Aixi, si es tracta d’un fil vibrant, com ara una corda de guitarra, només podra oscil-lar
per a les freqiiencies tals que la longitud del fil siga un nombre enter de semilongituds d’ona.
Si un extrem del fil és totalment lliure cal imposar-hi la condicié que la tensid transversal
s’anul-le (derivada espacial de (¥ zero), la qual cosa implica que en lloc d’un node en aquest

1.4
extrem hi haura un ventre. Llavors es tindra /= (n+ E)E Tot el que s’ha dit sobre el fil

s’aplica igualment a un tub sonor amb els extrems tancats, oberts o 1’un obert i I’altre tancat.
La formacié d’ones estacionaries €s, doncs, un procediment molt practic per avaluar
longituds d’ona 1, per consegiient, velocitats de propagacio.
Si el segon medi no és rigid sind que permet la propagacié amb una velocitat diferent,
i1 s’admet que el generador de les ones es troba en X = ~® | [a solucio pertinent consta de dues



ones, incident i reflectida, en el primer medi, i una ona transmesa en el segon. Ara cal imposar
les condicions de continuitat de (/i de la seua derivada espacial en el punt de separacié dels
medis, x=0. El resultat, per a una ona harmonica, és

1_
Y, = cos(kx-wt)+ —ncos(k]x- W)
1+ n

2
§ , = ——cos(k,x- wt)
I+ n

on n=kyk, =v,/v;, parametre que en Optica s’anomena index de refraccio. Les relacions entre
les intensitats reflectida i transmesa i la incident reben els noms de coeficients de reflexio i
transmissio respectivament:

2
re Bl re
O+ nQ (14 n)
que verifiquen la conservacid de I’energia: R+7=1.
La solucid en el primer medi pot escriure’s aixi
Y, = cos(kx-wt)+ rcos(k,x-wt)= (1+ r)ycosk,xcoswt+ (1- r)sink,xsinwt
1 es veu que té una forma semblant a la d’una ona estacionaria, perd que no hi arriba a fer-se
zero enlloc sind que 1’amplitud fluctua entre un minim 1-| rl 1 un maxim 1+ | rl . Llavors es
defineix la relacié d’ones estacionaries, ROE, com el quocient entre aquests dos valors,
1+ ]
1= ]
que mesura el grau d’estacionarietat de ’ona i és compres entre la unitat, pera 7=01 ® per a
r==£1.
Considerem ara que ’ona incident es propaga formant un
angle amb el pla de separaci6é entre dos medis transparents,
que prendrem com el z=0 (fig.8.4). Aleshores, la soluci6 en la
zona z>0 és la superposicid d’una ona harmonica plana de
! freqiiéncia wi vector d’ona k;, que forma un angle 6, amb la
normal al pla, 1 una altra de freqiiéncia & 1 vector d’ona k’;,
amb angle 6 ;. Sén les ones incident i reflectida,
respectivament. En la regié z< 0 només hi ha una ona amb
9, freqiiéncia &’ i vector ky, que forma un angle 6. Es 1’ona
Fig. 8.4 transmesa que, com
que canvia de direccio, s’anomena refractada. La imposicio de les condicions de contorn en
z=0 per a tots els instants obliga que totes tres freqiiencies siguen iguals, que els tres vectors
d’ona i la normal, n, siguen coplanaris, que I’angle de reflexié siga igual al d’incidéncia, 6
"=8, i que el de refraccié complisca la relacié
sin, v, _k, _

ROE =

sinf, v, Kk
Aquestes son les lleis de Snell. Pot observar-se que si vi>v, es té€ que

: v, . .
sinfl, = —2sinf, < sinf,
Vi
de manera que encara per a una incidéncia rasant (6,=0) hi ha ona refractada, car
sin6=1/n<1— 6 real. En canvi, si vi<v, (n<l) existeix un valor maxim 6 , anomenat angle
limit, definit per

sinf, = N
V)
i tal que si 6:>6 no hi existeix ona refractada i es diu que hi ha hagut reflexio total.
La mesura dels angles d’incidéncia i refraccid amb goniometres permet obtenir 1’index

n o, el que és equivalent, la velocitat en el segon medi si es coneix en el primer.



8.4.- Ones sonores.

Com ¢és natural, les mesures de magnituds relatives a una ona depenen del tipus d’ona
de que es tracte i, per concretar, ens referirem a les ones sonores, de les quals ja s’han
introduit alguns conceptes préviament. El que es necessita per a fer tals mesures és un
microfon o transductor que transforma les variacions de pressid en I’atmosfera en un senyal
electric. N’hi ha de diversos tipus:

1) De bobina mobil, en els quals el so actua sobre una membrana unida a una bobina que es
pot moure al si d’un camp magnétic creat per un imant; segons la llei de Faraday, s’hi indueix
una forca electromotriu que origina un corrent proporcional a la velocitat a qué es mou la
bobina. S6n molt usats perqué son robusts, perod les seues sensibilitat i linealitat de resposta
no son tan bones com en altres models.

2) De cinta, en els quals en comptes d’una bobina es posa una cinta metal-lica, el moviment
de la qual dona lloc a un corrent induit. La resposta en freqiiéncia és molt bona perd son
especialment sensibles als colps, cosa que fa que només s’utilitzen en els estudis de gravacid
o en laboratoris.

3) De condensador, en els quals una de les plaques és mobil i el seu moviment, produit pel so,
fa variar la capacitat i, com que s’alimenta d’un corrent altern, les variacions esmentades
generen una diferéncia de potencial que cal amplificar amb un preamplificador. Per aquestes
dues raons necessita alimentaci6 externa.

De cada tipus de condensador cal con¢ixer el diagrama polar, que és la representacio

de la seua sensibilitat en funcié de I’angle d’incidéncia del so.
Per mesurar la velocitat de fase del so, cal determinar la freqiiéncia 1 la longitud
d’ona simultaniament, 1 el més comode ¢€s usar un oscil-loscopi on es recullen els
senyals de I’emissor i1 del receptor. La freqiiéncia es troba llegint en ’escala de
temps, tal com ja es va indicar; tot seguit, es desplaga I’emissor fins que tots dos
senyals son en fase, s’anota la posicio i es torna a desplacar fins trobar la segiient
concordancga de fase; la diferéncia entre totes dues posicions és la longitud d’ona.
Notem, perod, que per a un so audible, com ara la nota La (440 Hz) la velocitat del
so estandard (340 m/s) proporciona una longitud d’ona de 0,77 m. Per aixo, al
laboratori se solen emprar ultrasons, per als quals la longitud d’ona és d’uns
mil-limetres. Un altre procediment es basa a generar ones estacionaries en un tub
de Kundt i mesurar aixi la longitud d’ona. Si hom vol mesurar la velocitat de grup
es pren un emissor d’impulsos i es determina el retard de la recepcié en funcié de
la distancia.

Fig.8.5 Sonometre: el sonometre (fig. 8.5) és un aparell que mesura el
nivell de pressidé sonora o, el que és equivalent, la intensitat acustica expressada en dB.
Consta essencialment d’un microfon o transductor que transforma les variacions de pressid en
un senyal electric; un amplificador; un circuit electronic que permet filtrar 1 integrar el senyal
1 un dispositiu de lectura. La part electronica s’introdueix per compensar les diferéncies de
sensibilitat de 1’orella segons la freqiiéncia del so, i permet de fer diverses ponderacions,
normalment indicades com a A, B i C; la primera ¢és la que més s’aproxima a la percepcio de
I’orella 1 és la que se sol emprar per avaluar un so; la ponderacid6 B correspon a senyals
d’intensitat mitjana i practicament no s’utilitza, i la C es refereix a sons de gran intensitat. A
més, permet obtenir valors mitjans temporals durant intervals que es poden variar a voluntat.
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